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So reich auch die deutsche Literatur an mathematisdieii 
Werken. ist, so mangelt es uns doch noch an einem sol- 
chen Lehrbuche der höheren Geodäsie, welches eine 
vollständige Uebersicht aller bei einer allgemeinen Lan- 
desvermessung vorkommenden Rechnungen gewährt, 
und welches auch für weniger Geübte verständlich ist. 
Es dürfte daher einige Entschuldigung verdienen, wenn 
ich dem Publikum hiermit ein neues Lehrbuch dieser 
Wissenschaft übergebe , da dasselbe alle Rechnungen 
def höheren Geodäsie enthält, und da ich mich zugleich 
bestrebte, dem Leser Alles so klar als möglich zu ma- 
chen. Ich mufs zwar bekennen, dafs ich mit meiner 
Arbeit keineswegs ganz zufrieden bin, indem dieselbe 
allerdings noch gar Manches zu wünschen übrig läfst; 
doch glaube ich, dafs das Buch dessen ungeachtet man- 
chem angehenden Cameralisten und Geometer, der sich 
seither vergeblich nach einem ähnlichen Werkchen um- 
gesehen hat, nicht unwillkommen seyn wird. 

üebrigens brauche ich kaiim zu erwähnen, dafs Ich 
bei der Ausarbeitung desselben die wichtigsten hierher 
einschlagenden Werke benutzt Babe, und benutzen 
muTste. Meine Hauptquellen waren die Werke von 
Puissant, Delambre,Littrow, Stein und Gru^ 
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nert, ferner das Journal dePhysique, von Zach*s 
Monatliche Correspondenz u. s. w. • 

Die Beschreibung der bei den geodätischen Opera- 
tionen gebräuchlichen Instrumente und die Methoden 
ihrer Bectification habe ich (einige kurze Notizen in dem 
ersten Abschnitte nicht gerechnet) gänzlich übergan- 
gen j da dieser Gegenstand bereits in vielen andern 
Werken gründlich und ausführlich abgehandelt wor- 
den ist. 

Einen Uebelstand, der bei meinem Buche statt fin- 
det, kann ich hier nicht luierwähnt lassen. In den Ab- 
schnitten I bis YII habeich mich der neuen Kreiseinthei- 
lung, in /den späteren Abschnitten dagegen der alten 
bedient. Ich wollte nicht gerne die Vortheile , welche 
mit der neuen Eintheilung verbunden sind, aufgebtn, 
und habeisie daher. da, wo es möglich war, beibehal- 
ten. In der zweiten Hälfte des Buches mufste ich da- 
gegen die alte Theilung wieder anwenden , weil der 
Aequator, die Meridiane u. s. w. vor wie nach in 360'' 
eingetheilt werden. 

Schliefslich mufs ich bitten, die angezeigten 
Druckfehler, welche mir bei der Correctur entgangen 
sind', so wie die ebenfalls angemerkten Fehler in den 
Figurentafeln, vor dem Gebrauch des Buches zu ver- 
bessern. 
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I. Druckfehler.. 

Seite 10. Z. 4 ▼. u. Nach der Zahl -h34)^&o6d3 iit das Wort «ToiMn» 

S^ S^ 

hinzusnfügen. — S. 19. Z. 17. Statt ■ lies -^ . — S. 33 Zeile 5. t. u. 

Sutt mxx' lies mXX'. — S* 84. Z. 3. Der Buchiube z mufi liier wegfallen, ^x 
S. 5o. Z. a3 n. 24. Statt log b lies log ün b. •— S. 5;. Z. 5 t. u. Sutt^ 
lies -— . S. 58. Z. 5 v. u. Statt Ap ^M.P lies i^p.Am.P. — S. 59.Z.5t. 

lies 

2r 

S. cos a ^ jÄm^ _ ^ ^^ 2. 6 v. u. Sutt cos ^b lies cos «/3. - S. 7S1. 



T ar 

Z. i4 u. i5. Statt «conT. W.» ist zu lesen «concaT. W.» — S. 6S. Z. 4. Statt 
«umgeändert» lies «ungeändert». — S. 95. Z, 8. t. H. Statt x'^ lies y*^ • — 
S. 96. Z. 4* V. n. Statt « bedingt *> lies «beendigt». — S. 198. Z. 11 u. 12. Statt 
d mnis gesetzt werden d, u. statt d' ist zu setaen B\ •— S. 196. Z. 1 n. 4. Statt 

sin (7-)* lies (wn -i-)*. - S. 196. Z. 7. Statt nn ("j)^!»«« («« "T")^*"" 

S. 196. letzte Zeile. Statt sin (— J lies Tsin — j . — S. 207. Z. 8. ▼. n. 
Statt «die» lies «der». — • S. 287. Z. i3. Statt {) lies t. — 8. 289. Z. 8. State 
<i — ^«) sin 2;3)% lies (i — e^ sin 2y3)%. —S. 289. Z. i3. Statt E^ Uet •*. — 
S. 243 letzte' Zeile. Statt e^ lies a^. 

IL Fehler in den Figurentafeln. 

Fig. 2. Die Spitze des Winkels, welcher der Dreiecksseite AF gegenüber 
liegt, mufs mit B, und die Winkelspitze, welche der Dreiecksseite FG entge- 
gen steht, mit C bezeichnet werden. — In Fig. 5 mufs der Punct, welcher 
dem Puncte A in Fig. 7 entspricht, ebenfalls den Buchstaben A erhalten. — 
Fig. 11. Hier sind zwei Puncte mit G bezeichnet. Statt des einen G, welches 
unten auf der linken Seite der Figur steht , mufs A gesetat werden. — In Fig. 
16 mufs der Winkel GOb durch r, der Wiokel GbO durch 7, der Winkel 
GOa durch q und endlich der Winkel GaO durch x bezeichnet werden. — 
In Fig. 23 gehört der Buchstab a an die Stalle, wo die Verlängerung der Li- 
nie r£ die Linie aA schneidet. — In Fig. 36 mufs diejenige Seite des Vier- 
ecks, welche der Basis de" gegenüberliegt, durch cy' bezeichnet werden. — 
In Fig. 37 mufs der Winkel , welcher dem Bogen FG entspricht, nicht durch 
AL, sondern durch X — L bezeichnet werden. — Bei Fig. 43 bittet man die 
kleinen Bögen bei den Winkeln a* nicht zu berücksichtigen , da dieselben un- 
richtig gezogen sind. — Bei Figur 5i ist endlich Folgendes zu bemerken. Wenn 
man die Linie HO so weit verlängert, dafs sie die Peripherie des Kreises HD YG' 
' auch auf der andern Seite schneidet, so ist dieser letztere Durchschnittspunct 
der Pntact d#r Frühlingsnachtgleiche. 
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Einleitung« 



Unter der höheren Geodisie verstehe wir die sy-^ 
stematische Darstellung* der Regeln, nach wel- 
chen eine z^nsammenhüngende Vermessung eines 
ganzen Landes ausgeführt werden mufs* Die 
niedere Geodäsie dagegen, oder, wie sie gewöhnlich ge- 
naiint wird, die Feldmefskunst, lehrt, wie kleinere 
Theile der Oberflache unserer Erde vermessen werden kön- 
nen. In dem vorliegenden Werke wird, wie der Titel 
l>€»iiagt, nur die erst er e dieser Wissenschaften behandelt. 

Der HauptäBweck solcher allgemeinen Landesvermessun- 
gen ist gewöhnlich die Eatastrim^g der Grundstücke, und 
es ist allerdings auch ohne Kenntnife des FUdiengehaltes 
aller Gemarkungen und Parzellen eines Landes (^mit welcher 
naturlich die Kenntnifs der Bodengüte und climatischen Ver- 
hältnisse verbunden seyn mulDs) eine gleichmafsige Verthei- 
lung der Grundsteuer nicht möglich. 

Wollte man nun, um zu dieser Kenntnifs des Flächen- 
gehaltes der Gemarkungen und Parzellen zu gelangen, 
ohne alle weitere geodätische Operationen, blos 
jedes einzelne Grundstück mit der Mefsstange und Kreuz- 
scheibe, oder mit dem Mefstische , aufnehmen, und die Flä- 
chengehalte der Gemarkungen durch die Summirung der 
Flächengehalte aller in derselben gelegenen Parzellen be- 
rechnen, 80 würde man unmöglich die erforderliche Genauig- 

1 
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keit erreichen können, indem sieh bei d%r Measnng der 
Linien mittelst der Mefsstange oder der Mefskette unvermeid^ 
liehe Fehler einschleichen, und man wärde, wenn man auf 
den Grnnd dieser Vermessung eine Charte des aafgenomme- 
nen Landes entwerfen wollte, bald die bedeatendsten V^- 
schiebun^n auf derselben bemerken. 

Die Yollkonimenheit, mit welcher die Winkelmefa- 
instrumente gegenwärtig verfertigt werden, und die 
BKgliehkeit, mittelst derselben die Winkel bis auf wenige 
ätecunden genau zu bestimmen, bietet uns ein Mittel dar, jene 
Ihthfimer zu vermeiden. Wenn man nfimlieh das zu ver-' 
messende Land mit einem breiecksnetze überzieht, in 
welchem alle Winkel und eine der Sreiecksseiten aufs 6e^ 
flauste gemessen werden, und wenn man sodann aus diesen 
Elementen sämmtiiche Dreiecksselten berechiiet, so erhillt 
man an allen Orten des Landes eine grofse Anzahl von Li- 
niOD, deren Länge mit grofser Schärfe bestimmt ist, und 
mittels welcher wir im StiEind^ sind , die ans der Detailauf- 
nahme der Gemarkungen und Parzellen geflindenen Resul- 
tate zu coiltroliren nnd zu vierbedsem. 

Da diese Dreiecke zugleich dazu dienen, die geogra- 
phische Länge und Breite der wichtigsten Puncto des Landes 
zu berechnen, so benutzt man dieselben auch aller Orten, 
wo allgemeine Landesvermessungen ausgeführt werden , zu 
diesem Zwecke,^ und es soll daher auch in dem vorliegenden 
Werke das Verfahren gezeigt werden , welches man hierbei 
ein^ttsehlagen hat. 

Die erste Operation bei einer allgemeinen Landesver- 
messung ist gewöhnlich die Ausmessung einer Basis, d. h. 
einer Linie, welche als erste Dreiecksseite bei der erwähn- 
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IM Vrimiguihtimdimm soiL CBister Absehiiitt.) NMhdte^ 
m» Operatira kAmi mm die Bestimmung 4e» Wlttk«*ii vM- 
ndunen^ dw die Basis mit dem Meridiane c^es ikrer Ikid- 
poacte tnMet, ei&e Aufgabe, die blos dureli astronomisdie 
Beobaclitiurgeii »u lösen ist (^ Elfter AbsebttittO SodAnn 
adkrettet man sn der Auswahl, Beobachtang ondBereeltniiqg 
der Dreieeke ersten, zweiteit, drittem und vierten Rangs 
{Ti^ter Abschnitt.)) ku der Ausmessang der UmjfiEitigswiD- 
kel und IJmfangsseiteii dar Gemarkmgen , Fluren mid O^ 
wanne, und beteehnet sofort von allen Breieekspnneten , so 
vne von allen Winkelpuncten der Genittrkungen ete. die 
Coordinaten, (Fönfter Abschnitt.) ttät deren BMIfe man so- 
t«iin leicht die Mttcheninhalte der Gemarktitigeti, Fidren nM 
Gewanne findet. Nach allen diesen Arbeiten wird erst nf Yei^* 
messnng der Parzellen übergegangen. (Sechster Abschnitt) 

Ueberfaanpt ist es bei allen bedeutenden Yermessongen 
Regel, von dem Gröiseren zn dem Kiemeren überzugehen, 
und die früheren Arbeiten zur Controle und Verbesserung 
der Nachfolgenden zu benutzen. ^ 

Die Beobachtung der H ö h e n w i n k e I der Dreiecks- 
puncte mittels des Theodoliten wird am besten gleichzeitig 
mit der Beobachtung der Horizontalwinkel der Dreiecke vor- 
genommen. Die barometrischen Höhenbestimmungen 
können dagegen zu beliebiger Zeit ausgeführt werden. (^Sie- 
benter Abschnitt.3 

* Will man die Resultate einer allgemeinen Landesver- 
messung zu Entwerfiing genauer Landcharten benutzen, so 
ist es erforderlich, die schon oben erwähnte Länge- und 
Breiteberechnung hinsichtlich der wichtigsten Puncto dieses 
Landes vorzunehmen, zu welchem Zwecke man vorher 
durch astronomische Beobachtung die geographische Lage 
des Hauptortes mit der gröfstmöglichsten Genauigkeit be- 
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flttnmt Das hierhei eiimBchli^iide Verfahrra wird in dbn 
Abficbnitten 9 und 10 gelehrt, naehdem zuvor im aditen Ali- 
schoitt die erforderiichen astrenojnischen Yorkemitiiisse an- 
gegeben worden sind. Hat man die geographische Lage 
des Hauptörtes darch Beobachtung gefunden, so wird durch 
blose Rechnung die Länge und Breite der ubrigea 
Puncto des Dreieclcsnetzes gesucht (^Zwölfter AbselmittJ 

Die Art und Weise, wie man sich der Resultate der 
geographischen Ortsbestimmung sur Entwerjfnng der Land- 
ehartennetze zu bedienen hat, ist in dem dreizehnten Ab- 
schnitte auseinandergesetzt. 

Im letzten' Abschnitt sind endlich als Anhang die For- 
meln für die Berechnung der beiden Axen , der Oberfläche und 
des Körperinhaltes der Erde mtwickelt. 
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Erster Abschnitt. 
Von der Ba^ismessun^. 



S* 8. 

JUiejeni^ Operation, womit gewöhnlich Jede genaue Ver- 
messung eines ganzen Landes begonnen wird, besteht darin, 
dafs man in demselben zwei Puncte , z. B zwei Thärme , 
answählt, und die Entfernung derselben, welche wenigstens 
zwei bis drei Stunden betragen mufs, mit der gröfstmöglich-* 
sten Genauigkeit ausmilst« Man kann sich hierbei folgenden 
Verfahrens bedienen '*^). 

Zuerst wird die auszumessende Linie, welche die Ba- 
sis genannt wird, abgesteckt, d. h es werden zwischen 
ihren Endpuncteo noch viele andere Puncte, welche mit 
jener in einer und derselben Richtung liegen, bezeichnet. 

Um dieses zu bewerkstelligen bedient man sich eines 
mit einem Höhenkreise versehenen Theodoliten. Man bringt 
diesen in den einen Endpunct A der Basis, stellt ihn hori- 
zontal • und visirt dann mit dem Femrohre nach dem andern 
Endpuncte B. Nachdem man das Instrument in dieser Stel- 
lung festgesetzt hat, kann man durch verschiedene Neigun- 
gen des Femrohrs eine Menge Puncte angeben, durch welche 
die auszumessende Linie geht Diese Puncte werden mit 
Pfühlen bezeichnet, deren Errichtung der Beobachter in A 



*) ihui tiehe die Baie 4a •ysi&nie m^trique ddcimal par Mdchain et 
D^ambre. Vol. IL p. 31. aq* 
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iKrigirt. Da aber die hierzu nothwendigten Si^ale oder 
Winke auf «ine grofse Entfemniig andeutlich werden , so 
hBf^n^ man sich, von A ans imr einige Pnnete anzuge- 
ben, und begibt sieb naehher mit dem Instrumente an einen 
derselben, von wohar man airf die nämNche Art wie in A, 

' neue Pnnete bestimmen kann. 

Die Instrumente zum Messen der Basis sind stählerne 
Lineale "V^)? deren Lange bei einer bestimmten Temp^atur sehr 
genau bekannt seyn mufs. Damaii nun durch genaue Beobach- 
tungen weifs, um wie viel Theile seiner LSpge sich tfer 
Stahl bei einer TemperatnrerhcMiung von einem Grade ans- 
ddhnt, und da man die Ausdehnungen, den Erfahrungen 
gemäfs, mit der Anzahl Grade der Temperaturerhöhung 
proportional annehmen darf, so kann man leicht berechnen, 
um wie viel das I^ineal länger oder kürzer geworden ist, 
wenn man seine Temperatur kennt. 

Da man femer nicht immer annehmen kann, dafs die 
Temperatur der Luft aiicl) durchaus ganz jene des Met^ 

'ist, so mufs man ein Biittel suchen, um letztere genau an- 
geben zu könpen. Man findet dieses Mittel in dem soge- 
nannten metallischen Thermometer, dessen wesent- 
liche Einrichtung darin besteht, dafs auf die Line^^ vw 

• Stahl andere kärzere von Kupfer aufgelegt und m dem 
einen Ende mit den ersteren durch Scbmubeii fest verbw- 
den, an dem andern hingegen nicht befestigt werden, so 
dafs sie y wenn sie sich melMT als die stählernen Lioeale aus- 
dehnen, frei über diese hingleiten köpnen. Wenp man nun 
diese Instrumente verschiedenen Temperaturen tm^M^ 3a 



i 



*) Noch besser, aber auch bei weitem kostspieliger, sind die Lineale 
▼ an PUtina, weil ^ieh dieses Metall dnvcli die EinwirkwBg 4er 
W&rme unter allen am wenigsten auadelHit. 
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bemerkt man bei jeder diMer Taaperataren einen veraehie« 
deneQ Abstand der finde der Linede, weil stdb das Kn^fer 
bei weitem »ehr Msdebnt, als der*StaU, und se kann mtm 
durch eine Itoibe Ton BeobachUw^n das Gesete finden, 
naeh welebem «an aus de» A b s jt a ndQ der Ende der Lineale 
mt die Temperatur des Instrumentes schliefeien mufs. Den 
Abstand selbst findnt »an auf einer sehr genauen fiinthei-^ 
lang, wfdehe in den ^tahl eingesehnitten, und mit einem 
Ann yehfiriji^n auf dem Kupfer^ befindliehen Nmios veiser 
hen ist. 

Um den Stofs beim AneinandemetEen der Lineale sui 
vermeiden, darf man dieselben nicht in unmittelbare Berüh- 
rung bringen, sondern ihr Zwisohenranm wird mit einem 
kleinen Auaa&i^e, oder 8ehieber, welcher sehr genau abge- 
theitt, und ebenfalls mit einem Nonlus versehen ist, ausge- 
messen. 

Diese Instrumente, von denen man mehrere haben 
raufs , und welche auf zweckmfifsig eingerichteten Gestellen 
ruhen müssen , werden nach einander in die Bichtang der ab- 
gesteckten Linie gesetzt Ist dieses geschehen, so wird das 
erste wegg^nommep, und vor das letzte gebracht, und auf 
diese Art fortgefahren bis man den zweiten Endpunct der 
Basis erreicht hat. 

Der Winkel , den jedes Lineal mit der Horizontallinie 
macht, wird mit einer Art von Setz wage gemessen, und 
es folgt hieraus , dafe man von A nach B (Fig. 1.} eigent- 
lich in einer gebrochenen Linie ACDB gelangte, deren 
einzelne Theile hier die Lineale mit den Auszügen sind. 

Die L&Uj^e dieser gebrochenen Linie ist jedoch nicht das, 
was wir suchen; es ist vielmehr jetzt unsere Aufgabe, aus 
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den Aiigabm der ntmng die Lüi^ dei^ni^ii Li^ C«^) 
m berechnen, welche dmiA die Fnfspunete der ven A und 
B auf die unter dem festen Lande fortgesetSKte Jfeeresflidie 
.gdSnten Normalen bestimmt wird. Um diesen Zwedk zu 
erreichen, müssen wir zuvörderst die L«nge dfer herizon-. 
talen Linie Axyz, welche mit def* Linie aß parallel ist, za 
bestimmen sudien. Hierza ziehe man ms den Poncten C 
nnd D die Linien Co, Dp lait den correspondirraden xy, yz 
parallel, bis sie den Normalan Dd, B^ begegnen. Da nun 
in so kleinen Entfemnngen , wie Ax, yx, yz die Krum-* 
mang der Linie Az dorchans onmerklich ist, so wird man 
ohne Irrthutt die Linien Ax, yx, yz nnd Co, Dp als 
gerade ansehen können. Da femer, w^en der Gröfee 
des Erdhalbmessers, zwei nahe Normalen, und besonders 
kleine Stucke derselben, als parallel betrachtet werden 
können, so darf man Co s xy, Dp » yz setzen. 

Wir betrachten also die Dreiecke ACx, CoD, DBp 
als geradbnig und rechtwinklig, und nehmen an, dafe 
die Summe Ax + Co + Dp == Az sei. AC, CD, DB, 
80 wie die Winkel CAx, oCD, BDp sind unmittelbar ge-* 
messen , und man findet daher leicht A x «= A C . cos. CAx, 
Co =,xy = CD. cos*oCD, Dp=:yz=?DB. cos. BDp, 
Es ist dann : 

AC— AxasACO — cos.CAx)-2AC. (sin^Y 

Da man zur Uessung einer Basis immer ein sehr ebe- 
nes Terrain wählt, so wird der Winkel CAx meistens sehr 
klein seyn. Unter dieser Voraussetzung ist, wenn wir die 
Anzahl Secunden, welche in jenem Winkel enthalten sind 

» V setzen: AC — Ax = 2 . AC -^^ . sin »1" 

Die Summe aller Differenzen dieser Art ist der Unter- 
schied der Linie ACDB und der Linie Axyz. Diesen 
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Unterselii«d iK^mt nuin die Rednetion der ^emesse- 
iien Liaie auf den Horizont 

Es Ueftft uns jetzt noch vlhrig^ die Länge der Linie o ß 
WL finden. Die LSn^ von Az heifite a, £e von a ß heifse 
x; Aa =Ä z #. sey « h und der Hadins der Erde sey = R*). 

Da Az und a^ eoncenirisehe £rdsbdgen sind, so ist: 
8 : X SB R 4- h : R, weil diese Bo|B;en sich wie ihre Ra- 
dien verhalten j also: x = >> * . und a — x ä ^J; . 

Weil mm die HMie h immer whr klein im Vergleidi 
mit R ist , so kann man a — x = ^ setzen. Dieser 

Werth heif^ die Rednction auf die Heeresfläche. 

Es ist leicht einzusehen, dafs man zur Berechnung die*- 
ser Reduction weder einen genauen Werth von h noch ei- 
nen genauen Werth von R nöthig hat. Wie man die 
Höhen der Pnncte A und B über der MeeresMche findet, 
lehrt das erste Capitel des siebenten Abschnittes. 

Um nun die Länge der Basis zu berechnen, müssen zu 
der Summe der Lineale folgende Zahlen addirt werden. 

13 Die Summe der Auszüge. 

2) Die Summe der Ausdehnungen jedes Lineals durch 
den Ueberschufs der Temperatur desselben über die Tempe-> 
ratur, bei welcher die Lineale die bekannte Lunge haben. 
Diese Temperatur-€(Nrrection berechnet man sehr kurz, wenn 
man bedenkt, dafs die Ausdehnung der Auszüge durch 
die Wärme gar nicht in ßetracbt gezogen zu werden ver- 
dient 



') Wie dieter gefunden wird, seigen wir im iweiten Abechniiie. 
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Mail namie 1 die gemm bekunute lAx^e ein» jeden 
Lineales bd der Temperatur a; t, t% f' • • • . aeyen die 
Temperatur der Lineale, die Anzahl der Lineale heifse'n; 
dann ist die Aasdehnang eines Lineales s= ([Ansdehnang* für 1 
Qnd') X Ct — a)i da aber die Ltae^le allegleieb Img sind, 
(wd dieses bemwdors weil man bier di€i Auszöge aofser 
A^läist^y so ist die^ Ausdehaong för einen Grad, w^che 
wur 4 neiuim wollw', fSr alle Lineale die nämliche; mithin 
diß Smwie all«r An^ddiwngen der Lineale 

= gxCt + r + t^^:..^na^oderHgx( H*' + *''"- ■^a); 

das heifst: man erbalt die Siwuae der Auadehnmig der Li- 
neale, wenn man die Ausdehnang eines Lineals für 1 Grad 
des Thermometers mit der Anzahl der Lineale, und dieses 
Produet mit dem Ueberschufb der mittleren Temperatur der- 
selben ilber die Temperatur a multipllcirt. 

Da nun dieBasis so viel weniger enthält, als die Lineale 
sieh aiM^edehnt haben, so rnufe diese Ausdehnung zo dem 
Gefundenen addirt werden. — 

Von der Summe der Lineale müssen abgezogen werden : 

1) die Reduction auf die Meeresfläche, 

2) die Reduction auf den Horizont. 



Um eine Idee von dem Betrage dernöthigen Reductionen 
zu geben, wollen wir ihre Werthe in der Basis von Melun, 
welche etwas aber 6076 Toisen betrug, hier angeben. 
Die Auszüge betrugen z^usammen + 34,260683 
Die Temperaturcorrection + 0,249128 

Die Reduction auf die Meeresfläche — 0,07627 
Die Reduction auf den Horizont — 0,328901 
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Zweiter Abschnitt. 

Von der näherungsweisen Bestimmung 
des mittleren Erdhalbmessers. 



^v IT haben soeben gesellen, dafti es zor Rednction der 
Basis aof die Meeresfläche erforderlich ist, eine genäherte 
KenntnUis vom der Orfifse des Erdradios zn haben. Bs mttb 
ddier TOT aDte Dingen angegeben werden, wie beuui sieh 
dif^ie geni&herte Kenntnifs rarschaifeii könne. 

Auf astronomischem Wege bestimme man die gei^gra- 
phische Breite »weier , mehrere Grade von einander entfern- 
ten, und nshe aitf demselben Meridiaa liegenden Puncto A 
and B (Fig. 9.) und verbinde diese beiden Pimcte dmrch eine 
Reihe von Dreiecken , in welchen alle Winkel und eine der 
Dreieeksseiten mit grofser Genanigkeit gemessen werden müs- 
sen. AF sey die gemessene Basis, R' A der Meridian des 
Pmictes A and R' liege nicht weit von R entfernt, so dafs 
man annehmen kann, das von R aof AR' g«fittte Perpendi* 
kel £tfle mit dem darch W gesogenen ParalleUureise znsam- 
men. Mit Hilfe der gemesaenen .Winkel and der Basis A F 
(welche letztere im gegenwirttgeii Falle natürlich nicht anf 
die Meeresfläohe redacirt werden kami, w^ man den Erd- 
radios noch nicht kennt) berechne man sSmmttiche JDreiecha«* 
mitemj indem man diesdiben als geradUaig anaieht Htoranf 
deiik^niMaichcnederOreiecks86iteBz.B, AB verytagert. 
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and berechne den Winkel a, welches gam enifach dadurch 
geschieht, dafs man den Winkd ABC s ABF + FBC 
von zwei Rechten abzieht Durch die Pnncte C und D denke 
man sich mit AB parallele Linien gezogen. Den Winkel ^ 
DCd', welchen wir a^ nennen wollen, findet man nnn^ in- 
dem man zu dem convexen Winkel BCD =9 4 Rechten — 
(m + n + o) den Winkel a = c"Cd' addirt, und2Rechte 
von dieser Summe abzieht Ebenso findet man den Winkel 
RDr^ =: a^^, indem man zu dem convex» Winkel CDR = 
4 Rechten ~ (p + q) den Winkel a'== d^' Dr' addirt und 
von dieser Summe zwei Rechte subtrahirt. 

Man hat nunmehr: Bc ss BC . cos a, Cd^sscdsCD 
cas a>, Dr^ = dr =s DR • cos a'^, also Ar =: AB + BC 
cos a + CD cos a/ + DB cos a//. Ebenso ist Br s=BC . 
sin . a + CD • sin . a/ + DR sin a''; didier AR» AR^ss 
V^ (Rr)* + (Ar)*» Die Anzahl Grade , welche dieser Bo- 
gen AR enthält, ist offenbar dem Unterschiede der geogra-. 
phischen Breiten seiner Endpuncte gleich. Die Länge des 
Bogens sey 1, die Anzahl Grade n. Man hat dann die Pro- 
portion n : % Rechte = 1 : 9v R. Hieraus folgt der mitt- 
lere Halbmesser der Erde = R = ^»^^hte.l 

n.n 

«. T. 

Dieser so berechnete Werth von R ist allerdings noch 
sehr unvollkommen; er kann jedoch schon dazu dienen, um 
die bei der Basis AF veniachlfasigte Reduction auf die Bfee- 
^esfläche zu berechnen. Wie dieses geschieht, ist bereits in 
dem ersten Abschnitte angegeben worden. 

Um einen genaueren Werth von R zu finden, schlage 
man nunmehr folgendes Verfahren ein. 

Man berechne zuvörderst die geographischen Breiten 
der Pnncte F, G, R (Fig. 2.) üireLängenunterschiede, und 
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die Neigmgen der Dreiecksseiten gegen die Meridiane ihr«' 
" JBndpuncte auf folgende Art 

In Fig. S sey AB eine der Dreiecksseiten (z.B. dieBa* 
sis) inTheilen des = 1 gesetzten Halbmessers ausgedruckt, 
und also ein kleiner Brück Der Winkel o , welchen diese 
Linie nüt dem Meridiane AC bildet, d. h* das Azimuth, 
60 me die geographische Breite des Pnnctes A seyen durch 
astronomische Beobachtung gefunden ^. Es fragt sich nun, 
wie findet man, die Erde als Kugel angesehen, durch Mose 
Rechnung den Winkel MBC == a^ (^welchen die Verlaqge- 
rung der Seite ^^ B mit dem Meridiane des Punctes B bildet^; 
80 wie die Lunge upd Breite des Punctes B. Die Breite von 
A sey = §j die von B = ß^, die Länge von A sey = L, 
die Länge von B = L^, die Seite AB sey =s c, die 
Seite A C a= b, und die Seite CB = a. Den Winkel CBN, 
welcher entsteht, wenn man den Winkel BAC in den Win- 
kel CBM überträgt und ihn = NBM macht, nennt man die 
Convergenz der Meridiane von Aund B. Diese Con- 
vergenz ist also = a' — «. 

Aus der sphärischen Trigonometrie ist bekaimt, dafs 
cos a s cos b . cos c -f- <siiii h . sin c • cos «a (IJ^ 

Die Seite a läfst sich hierbd immer durch die Reihe 

a=b4-Pc + 0c^+ ...**) ausdrücken, in welcher . 

Reihe die Coefficienten P , Q • • • • völlig unbestimmt sind. 

Aus a == b + CPc + Oc9 folgt aber 

eos a= cos b . cos(^Pc-f Qc^JI— sin b . sin (Pe+ Qe^y (II.) 

x' x' 

Bekanntlich ist: sinx=x— ^-5 + ...., cosx=l — j-^ + ... 



*) lieber die Bestimmung des AziQiathi darch aitronomische Beobach* 

tung B. d. elften Abtchnitt. 
**) Die höheren Potenxen von c Icönnen wir Temachläuigen , w^ c ein 

kleiner Brach iet 
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daher: cos (If c + 0^0 = 1 — 
sin CPc + Qc*) = Pc + Oc»; 
Substituiren wir diese Wertbe in die Gleichung (n.)? so folgt : 

cos Ä = cos b (l — 5l£!) — sin b (Pc + ftc») ä 

P*c* ^ 

cos b — cos b — 5 sin b • P . c — sin b . Q . c* = 

cos b — c • P . sin b - c* (£!j^lA + ö • sin bj(mo 

Aas der Gleichong (I.) folgt ferner: 

cos a = cos b . n s— J + c . sin b . cos a, oder 

. , . - / c* . cos b \ ' ^r ^ 
cos a = cos b + c . sm b • cos a — l *-s J (IV.) 

Die Werthe von HI and IV müssen identisch and die 

Factoren der gleichen Potenzen von c gleich seyn. Daher 

— P sin b = sin b • cos a oder 

P z= — cos a (V.) 

„ . . cos b P*.cosb . ^ . , ^ cot.b P*,cot.b 
Femer ist:-^=- ^ +Q.sin.b;0=-g ^ — 

_ cot . b (1 — P^) _ cot b (1 — cos' g) 

Folglich: a-b=Pc + Oc'=-c.cos«+ '^*'''^^°''''''* 

Dieses a — b ist in Theilen des Radius ausgedrückt 

Will man es in Secunden finden, so raufs man seinen Werth 

dorch sin V dividiren*); daher 

, . ^ j cos u , cot b . sin* a . c* 
a - b m Secunden = - c ^j^^^ + ^ . ^ i., 



*) M sey ein Bogen eines Kreises, m beseielille im Weith dieses Bo- 
zens, wenn man ihn in Tlieilen des HaHtmessttrs MMdruckt, anil 
n sey die Zahl der diesem Bogen entoprediendas Seciuideii. Man 
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Setzen wir statt a s^ism Werth s gt — ^/, statt li seinea 
Werth =dt—ß (wo 31 den rechten Winkel bezeichnet)*) 
und bedenkt man, dafs c in Theilen des Radius ansjredrückt 

ist, also = -^ gesetzt werden mufe, (wo R den Halbmes« 

ser der Erde, und 8 die Anzahl der Klaftern bedeutet, welche 
in c enthalten sind), so folgt: 

3i_8/=9l-ß-li£?ü2 + cotC«-g)sin««,S* ^ . 
■^ . P ^ P R.sinl^'^ 2R»sinl'' , tmcr 

Rf—RA^ S gQ«« tgg . sin« g ■ S» {YWk 

$• 8. 
Gehen wir jetzt zur Bestimmung des Winkels C=L' — L 
aber. 

Bekanntlich ist iJ5jLl = sin - C ^^ ^.^ ^ _ 

sm • a sm • c 

sin b -|- pc '}- qc* + . . . 

. , . ^ sin c • sin « c . sin a 

daher sin C «= ; — = -? — r — : : s 

sin a sm b + pc + qc» 

c . sin a 



sin b f 1 + -J^- c + -Atr c>^ 
V ' sm b ' sin b / 

(l Lc-.-JL^c«+J^Vder: 

V sm b sm b ' sm ^b/ 

^ sin a D . sin « - ^ «^«-»r ^ 



Cj_sm a 
sin 



hat dafm offenbar die FeopoTtion ; Are 1'^ : m = 1'' i n^' = 1 : n. 
Es kann aber arc V* mit sia'l^' Terwecfaielt werden, daher «in 

1^' : m = 1 : n. Hieran! folgt : m = n . lin 1^^ , n = -? — r//9 

d. h. die Anzahl der einem Bogen angehörigen Seconden ist gleich 
den diesem Bogen entsprechenden Theilen des Halbmessers, divi- 
dirt dlirch liin V'. 
*) Wir wevdon in Znkmdt den recliten Winkel immer dnrch das 
grofse deutsche dt bezei^nen. 
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Es istaher asb+Pe+ Qe\ daher sin a=:8iit b (l — — —^ 

+ cos b (Pc -|- Qc*), and weil die beiden Werthe von 
sin a identisch seyn müssen, so ist p=P . cos b , q = Q cos b 

— ^ , oder wenn wir die Werthe V und VI 

..... . sin *a . cos *b 

snbstituiren« p = — cos b*cosa,q= — 5 — i \ • ■ - 
' '^ ' ^ 2 . sin b 

— ^<>s»a.s jnjb j,^^^^ ^^ bekanntUch sin C=C sin V^ 
2 • sm b 

C*sin'l'' . ^ . g>i r^ i -Mjj sin H} ^,y.--, 
= — 5 — g- 5 oder auch sm C = U sin 1'^— ytöTS * ^ 

haben demnach: C sin 1'' = sin C+ -^-^. Substituiren 

wir statt sin *C seinen Werth aus VIII, so erhalten wir für 
sin 'C laater Theilsätze, welche mit höh er n Potenzen Von 
c multiplicirt sind , daher; ist C . sin V^ 3= sin C , oder: 

C sin V^ = -^^ \ c - £f^ l. Substituiren wir hierin den 
sm D ( sin b ^ 

ijbigen Werth für p, so kömmt: 

C :^ ■ r " iTT ic+ '"' "•' r "^ ^'l oder 
Sin b • sm 1" ^ ^ sm b 5 

C! = . .^'"? ,,, Je + cot b . cos a . c» J (IX.) 
sm b . sm 1'^ ^ ) ^ ^ 

Nehmen wir in diesem Ausdruck dieselben Substitutionen 

vor j wie in dem Werthe fiär a — b , so kömmt endlich : 

S- »• ' 

Bestimmen wir nun endlich die Conver^enz a^ — a. 

Die sphärische Trigonometrie lehrt, dafs sin a . cot/ =scotb • 

sin c — cos c . cos a , wo wir durch y den Winkel ABC 

^ .^ , . cotb.sinc— cosc. cosa 
bezeichnen. Es ist also : cot y = — ^.^ ^ . 
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Es ist aber auch cot r — r-^ 



tg.r tg(2!R— aO~ <Ä«' ' 
— sin a 



daher to a> = — -^ — - sm a 

^ cot b « sin c — cos c . cos a 



— sin a 



'("-Ä)-0-^)«-- 



cot 

— sin a 



— co«a+eotb.c + -^cosa 1 — fc £2*J» JI!p\ 

• V cos a^ 2J 

— ♦«. - ii j_ * cot b , e* , . cot *b ) . 

^*°° '^-^ -ff ' -^ + 4«hsel«n, ^.' 
= <»• {1 + gc4.hc»j. 

Bekanntücli ist: tg («/ — «) « *g «' — *y «. 

- tgaCgc + hc«) «g«(gc + hc«) 

^g-ij + 1» »« C«c + hc») 

_ sina.cos«(jK+lic*) ^ . . -„ 

~" l + sm««(gc4.hc«) '""^ a . cos « C«c + hcO X 

[1 — sin *a Cgc + hc») + sin «a . g* . c»] 

« sin. a . cos a ||^ 4- (h — n^* . sin >a} c»} 

Bduuinttich ist ^xsax+-^ , daher ig (a' — «) 

g(«^— a)sin 1^/+ ^**'" "^ "^"^V' jierans folgt: C«'--o)sinl/' 
SS tg («' — o) — <g' («' — «) ^ j,^ ,j^ jjg ^gjjgj^ Potenattr 

von e vernachlässig, and da <g* Ca'—a) assin *a. cos *a. g*. c*, 
80 ist (a'— <a)sin P^=sin B.cos a |ge+(h— g> sin «a) c*|. 

Es ist abor, wenn wir die Werthe von h and g snbstitairen: 

2 
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Hieraus erhält man nach gehöriger Sabstitation : 

"^ "^ R • sin 1/' + R* sin V^ \Z^^ P)K^) ) 

§. 10. 
Hat man auf diese Art den Winl^el a^ = CBM ge- 
funden , so sind auch die Azimuthe aller in B sich vereini- 
genden Dreiecksseiten bekannt, und man hat also alle 
, nöthigen Dinge , um die Längen und Breiten dbr übrigen 
* Puncte ebenso aus B zu bestimmen , wie man die Länge 
und Breite des Punctes B von dem Punete A aus bestimmt 
hat, und so kann man bis zum Ende der zwischen den Puncten 
A imd R (Fig. 2-3 befindlichen Dreieckskette fortfahren. 

Es bezeichne C^ig- 4.^ AR^ das zu berechnende Stück 
des Erdmeridians, A und Rseyen die beiden Puncte, deren 
geographische Breiten durch astronomische Beobachtungen 
bestimmt worden sind, AB und BC seyen zwei Dreiecks- 
seiten, BI, CL seyen zwei sphärisohe 'Perpendikel, welche 
von den Puncten B und C auf den Meridian PAP^ gefällt sind. 
Diese Perpendikel, welche man auch Perpendikuläreti, 
Perpendiculäires ä la meridiennej nennt, durchsehneiden 
sich in den Puncten M und M^, wovon jeder um 1 9{ von dem 
Meridian entfernt liegt. 

Die Stücke AI, AL des Meridians berechne man auf 
folgende Weise. Man betrachte die Kreise MIM^ und MLM^ 
als Meridiane und den Kreis PAP^ als Aequator. Es ist daim 
offenbar BI = y die Breite von B, so wie CL = y' die 
Breite von C. Der Winkel CBM^ = z aber ist dann das 



*) In dieser Formel, so wie in den Formeln (VII.) und (X.) hat man 
statt B den auf die oben angegebene Welse berechneten Wertb 
des Erdhalbmessers zu setzen. 
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Aznurth 4eriäeÜe (BCss c> INesen Winkel e fintei ^ 
wem wür bedeiütcn, dals der Winkd CBP das wahre Axi- 
BMUh «' der Seite B€ ist, und dafs zss2 9t — a' — PBI. 
Ben Winkel PBI finden wir aber dnrch die Betraahtong des 
reektwiakligen Dreiecks PIA, in welchem nach einem be- 

kannten Satze der sphärischen Trigonometrie : ^ p^ 

-:eos.PBI=^|-L=.^ = tgy.,^ß,^o 

ß die wahre Breite des Punetes B bezeichnet Es ist alM»r 
nach Formel' (Vn.), wenn wir darin statt ß^, ^, a die Werthe 
y^, y, z snbstituiren: 

v/ — Y 4. ^ ^^^ - ^g y ' siP 'g ' S^ fx 1 
y ~ ^ ^ R sin 1'' 2 R» . sin V' ^^'^ 

Im Ponete A ist y =i o. Die Formel (\J) wird daher für 
diesen Punct y^ = BI = y = ■ p' . — zr-r- . Also ist 



8 . cos z 
I «l 

= a 31 — o' — arc 



[t / S > cos z N"! 
_ ^* V R . sin 1'' >/ I 
^^ = cotp J 



Da also jetzt z und y bekannt sind, so finden wir den Win- 
kel LM'I, d. h. den Bogen LI, durch die Formel (X.). 

TT sin z ^ S , . S* ) rn -\ 

LI = : — =-— <-s — t- t^ y . cos z . rs-j (B,! 

cos y . sm 1'' ^ R ^ ® "^ R ^ ^ -^ 

LI wird durch diese Formel in Secunden ausgedräckt. 
Man will jedoch diese Linie in Längenmaas haben, und 
mufis defshalb ihren Werth mit R . sin V* nraltipliciren. Wenn 
man nämlich blofs durch sin V multiplicirte, so erhielte man 
LI in Theilen des Halbmessers = 1. 

Mit Hilfe der beiden Formeln A und B ist man also im 
Stande, die sphärischen Coordinaten der Dreiecks- 
puncte A, B, C u. s.f. bis zum Puncte R zu berechnen. 
Die sphärische Abscisse von R ist = R' A. Haben wir also 



Digitized by 



Googk 



— «0 ~ 

aof die angegebene Art die Gröfse von R^ A gefimden, so 
ist es war noch, am die dem Bogen B' A entsprechende An- 
zahl Grade zu erhalten, erforderlich, die geographisdie 
. Breite des Ponctes TL' zu berechnep. üiefs geschieht auf 
folgende Art. In dem rechtwinkh'gen Dreiecke PRR' kennt 
man PR = 91 — Breite von R, desgleichen ist RR^ als 
sphärische Ordinate von R durch die vorhergehende Rech- 
nung bekannt. Es ist also sinfBreite von R) == ^'"^T^RR^^ 



Wenn der auf die eben vorgetragene Weise gefundene 

Werth von AR' statt 1 in die oben ($. 6.) angegebene Gleichung 

„ 2 Rechten .1 ^ . . j i..,^ 

R = :: gesetzt wird , so erhält man emen 

n • « ' 

sehen ziemlich genauen Werth des mittleren Erdhalbmessers. 
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Dritter Absehniti 

Von den geodätischen Linien. 



Es interesdirt ans mm hier ferner die Frage, was man 
ei^nflich nnter der kfirsesten Entfemnni^ zweier Puncte 
auf der Oberfläche des Erdk&rpers zu verstehen habe. Sind 
die Pnncte nur wenige Stunden von einander entfernt , wie 
diefii bei den Endpuncten der Basis der Fall ist, so kann na- 
tfirlioh die kürzeste lame, wetehe man zwischen flmen auf 
der Oberfläche der Erde ziehen kann, für eine gerade 
Linie angesehen werden. Bei gröfseren Entfernungen ist 
jedoch diese |iinie JedenfUIs gekrfimmt. Wäre die Erde 
genau kugelfSmiig, so ist es einleuchtend ,^dafs die fragliche 
krumme Linie ein Bogen eines gröfsten Kreises 
seyn* wtirde. Die Erde hat aber bekanntlich die Gestalt eines 
Umdrehungsellipsoids und defshalb bildet die kür- 
zeste Entfemuig zweier Puncte auf der Erdoberfläche eine 
krumme Linie doppelter Krdmmung, wie aus Fol- 
gendem erhellen wird. 

Fig. 5 stelle die HlBfle der Erdkugel vor^|9 den Nord- 
pol, S den Sfidpol. A und B seyen Puncte auf der Erdober- 
fläche. AD sey die Normale von A, BC die Normale von B. 

Aus der analytischen Geometrie ist bekannt, dafs die 
Nwmalen zweier Puncte eines Umdrehungsellipsoids zwar 
Jedenfalls in der Umdrehungsaxe zusammentreffen , dals sich 
jedoch nur diejenige« Normalen, welche einem nämlichen 



Digitized by 



Googk 



— 8« — 

Parallelkreise angehören, in einem und demselben Poncte 
der Umdrefaungsaxe vereinigen, und dafs nur diejenigen 
Normalen, welche einem und demselben Bleridian angehö- 
ren, auch in einer und derselben Ebene liegen. In unserm 
gegenwärtigen Falle liegen die beiden Puncte A und B 
weder auf demselben Parallelkreisö, noch auf dem nämlichen 
Iferidian. Die Normalen der beiden Puncto liegen also auch 
nicht in derselben Ebene. 

Legen wir nun durch die Normale AD und den Punct B 
eine Ebene, und ebenso dmrch die Nermide BC und den 
Ponet A eme andere Ebene, so wird die Oberfläche der 
Erde durch diese beiden Ebenen mcfa den Linien A8B und 
AS^B geschnitten. Wäre die Erde eme Kuget^ so wurden 
ASB und AS^B eine und diesdbe Linie seyn^und die 
kürzeste Entfamno^ zwischen den beiden Puncten A und B 
bSd^i. In unserem gegenwärtigen Falle, bei dem Eßip^ 
BOide, geht die Linie der kürzesten Entfernung (^geodä- 
tische Linie) zwischen den beiden Puacten S und S^ 
lündorch« Die Biehtigkeit dieser Behauptung läfst sich auf 
folgende Weise darthun. 

In Figmr 6/sey HG eine feste Linie, A und B zwei 
Ringe, welche an Puncten befestigt sind, welche tiefar lie^ 
gen 9 als diese Linie. ASB sey ein Faden, welchfr über 
dtt feiste Linie HG gelegt und an seinen beiden Koden 
durch die Ringe A und B gezogen ist, P und P^ Beyen 6e- . 
Wichte, welche an den Enden des Fadens befes^ sind, 
nnd daiselben zu spannen streben» Auf den Punct S wirken 
also zwei Kräfte P und P^ nach den Richtungen AS und SB. 
Diese Richtungen lassen sich ([wegen des Parallelogranms 
der Kräfte 3 in die Richtung FS vereiiiigmi. Diese» F8 
libgt in der Ebene ASB. Wenn nun FS anf HG nicht: 
senkrecht ist, so lädst sich dieses FS i» die beiden Kräfte 
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Sfi md iiS zerUgen^ wovob die erste auf HG seiüurecbt 
ist, die andere aber auf HG liegt Da wir HG als wbe^ 
weglieh annehmen, so wird die Kraft ES zerstört, und es 
katta also blofe noeh die Kraft SL wirken, wedurcU dem* 
nach der Faden in die Richtung ALB gebracht wird> 
welelie anf HG senkreclit ist, und welches die einzig? 
liage ist, in welcher d^ Faden ruhen kann. Hat aber dec 
Faden diese Lage, so ist auch oiFenbar das zwischen den 
beiden Puncten A und B enthaltene Stück desselben am 
kärssesten. Denn die Kathede AL ist jedenfalls kleiner ak| 
die Hypothenuse AS, und ebenso die Kathede LB < a^i 
die Hypot. SB, daher AL + LB == ALB < ASa 

Das Yorherg^ende lafst sich auch auf die geodfiti- 
sehe Linie anwenden. Es stelle nämlich ASB in Fig* 5« 
im Fad«n ASB in Fig« 6. vor;. S£l sei die Normale de# 
Puncto S, SF die Richtung, in welcher sich die t^i S 
wirkende Krifte vereinigen laasen. Dieses SF liegt in 
der Ebene ARD. * 

Denken wir uns durch den Pnnct S eine tangente> Ebepf^ 
gel«gt, und diese durch die Ebene ESF geschnitten, so 
eitsteht die Durchsehnjltslinie HG, welche mit der lon^e 
HG in Fig. 6. übereinstimmt. ES ist auf If G senkrecht, 
und stimmt ebenfalls mit ES in Fjg. 6. uberein. Da SF in 
fig. fk in dem rechten Winkel ESG liegt, und blofs dip 
Kfttft nach O zu wiricen kann, indem die Krafj;, welche in 
d^ Kchtüng SE^ wirkt, zerstört wird, so mufs sich der. 
Faden AB ein wraig in der Richtung nach G fortbewegen, 
und zwar so lange, bis die unendlich kleinen, 
bei S zusammenstofsenden, Elemente dessel- 
ben auf der Linie HG senkrecht stehen, o^ler 
Ms SF mit ES zusammengefallen ist. 

Bei Fig. 7. liegt S'F^ in der Ebene AB€ und in de» 
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rediten Wmkel H^S^E'. Dfases S^Fv Hfet sM in zwei 
Krifte, dto in der Riehtiuij: S^H^ wd ß^W wirken^ zerle« 
^n. Aach hier wird S^E^ zerstört, and nur die andere 
Kraft kann fortwirken ; die Richtung des Fadens , in wdeher 
er ndit, ^t also «»irischen den Paneten S and S' hudoFeh. 
Wenn aber der Faden ruht, so ist das zwiseben A und B 
mthaltene Stock dessdben am kürzesten. 

Es stelle nun Fig. 8. den Fall vor, wenn 8 F mit ES 
bereits zusammengefallen ist. Der unendlich kleine Theil 
SM der geodätischen Linie wird also mit der Linie H6, 
welche, wie wir annehmen, ihre Richtung nicht geändert 
hat, bei S die rechten Winkel d und c bilden. 

Es stelle femer S^^ einen andern Pnnct der geodätischen 
Linie tot, und H^^G^^ sey auf die nämliche Art entstanden^ 
wie HG, so mu& auch hier der unendlich kleine Theil der 
geodätischen Linie NS'' mit der Linie W'(P^ bei S^^ die 
rechten Winkel a und b bilden. Da aber HO und H'^G^^ 
im Allgemeinen nicht parallel sind, weil im Allgemeinen 
die Normalen zweier Punete des EUipsoids nicht in einer 
und derselben Ebene liegen, so mufs das zwischen S undS^^ 
gelegene Stück der geodittiscben Linie nothwendig dop* 
pelt gekrümmt seyn. 

Nur wenn die Punete A und B auf einem und demsel-' 
ben Meridian oder -auf einem und demselben Parallelkreise 
Hegen, so ist die zwischen diesen Piincten enthaltene geo- 
dütiische Linie eine krumme Linie einfacher Krümmung, 
wie leicht zu beweisen seyn würde. 

$. 18. 

Versuchen wir nun , die Differentialgleidiungen der geo-* 
dittisehen Linie zu bestimmen, eine Aufgabe, deren Auflo* 
uns für die Folge von Wicht^keit seyn wird. 
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Um diesra ZW«ek zu «rejdien rnftssen wir Torerst die 
aUgemeinen Gleichangen, welche ffir die kdnBestra Linien 
aller möglichen krummen FIfiehen passen, ndttekt 
des Variationscalcnls bestimmen. 

Bs sey v ein Diirerentialan8dnu& , wdcher x, y oQd Zj 
60 wie die Werthe 

enthält, and es sqr/vdx s=s Y, wobei wir annehmen^ da& 
y und z von x abhüngig seyen. Wir nehmen uns vor, 
die BelatiGn zwischen den verfinderlichen Grölisen so w 
bestimmen, dafs Y, zwischen bestimmten Grfinzen gekom- 
men, ein Minimum werde. 

Aus V =/vdx folgt: 

»Y = yvdx 
Nach den Regeln der Yariationsrechnung kann S/ndt /8 
Verwechselt werden, daher: 

3Y=/dvdx 
V ist eine Function von x , y , p , q , r ..•• z , p^, q', r^ . • • . 
folglich ist ihr Differential s= 

+ (^) d, + (■^) dr 

oder wenn man 

(-S^) = «.(^)-N,(-||-)-P. 
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(4i-) = '".(-Jfr) = P'.(-JF)=*. 

(-^p-\ A R' sejtBt, 80 ist: 

)dv = M dx + N dy 4- P dp 4* Q dq + . . . 

+ N' dz + P/ dp' + 0' dq' + 

Da die Yariationen «nf dieselbe Wdse gefiinden werden, 
'Wie die Differentiale, so gibt dieser Aosdrack s«|^Ieich dea 
Werth Ton 8v, weim man d ndt ' verwechselt, daher: 
,«vs=sM*x + NJy + P»p + 0*q + B»rH 

• * 

Wir können hierbei, ohne der Allgemeinheit der Auf- 
,;gabe 2sa schaden, recht gut annehmen, dx sey = o, also 
auch Six = o, 9d^x = o. Es stelle z. B. (Fig. 9.) AF 
eine krumme Linie vor. In der Nähe derselben befindeo 
sich noch mehrere andere krumme Linien, welche aber alle 
in verschiedenen Ebenen liegen. Wenn die Linie ABCF 
tmendlich nahe bei AD F Uegt, so ist, wenn wir von D auf 
den unendlich nahe gelegenen Punct C der andern krummen 
Linie übergehen, CE = ^z , MO = 5y , PO = ^x. Wir 
können aber auch von dem Poncte D auf den unendlich nahe 
gelegenen Punct B übergehen , welcher Punct nebst D und 
P eine Flache bestimmt, die mit dem Coordinatenplane ZY 
parallel ist. In diesem Falle ist also ^x = o. Setzen wir 
nun auch in der obigen Gleichung ^x ss o , so folgt : 

Jv = Nay + Pdp + O^q + R»r .... 
+ N'^z + P'»p^ + Q'^q' + R' Jr' ... 

Durch Subsrtitntfoa dieses W^hes in diQ Gleictiung 
8^ =s:/*vdx erhalten wir: 
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worin die einzelnen Glieder abgesondert int^;rirt werdeir 



können. 






Ferner ■ 






P-4J 




r 


'=^= 


1 


d-^y- 



dq _1 



dx f^ dx ' V dx ' dx / 



folglich, da 9dx = o ist, 

* d^y * 

^r = -a^'^(-dV-4^)^ 

u. s. w, 
Diefs gibt ferner 

/dxPJp=/Pd»y. 

Integrirt man dlefs theilweise nach der bekannten Formel : 

fndw = nw — /wdn 
indem man a=P, w => dy setzt, so wird 

/dxP»p = P^y — /dPay 

Kbenso, wemi dx constant ang^tumunen wird, 
/dxOJq«/Qd-4^ 

** dx t/ dx 
_ Qd^y dQ ^ , /»d«0 



# 
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— fS -^ 
— JL d'^y __ /» dB d*Jy 



"aif-j 



"IT -TT 



_ Bd'gy dB d»y / » d«B d^y 

üxi^ "Hi ar* +y "di Ji~ 

Bd»»y dB d»y , d»B . /» d»B - 

und ebenso in Bezog atf z. 

Hierdorch verwandet sich der obige Ausdrock füt 8y 
in foilgenden: 



A8'd 




^X 



dP d»0 d»B 

ffx ■*" ffx* dx» .„ . 

• + const. 

wofSr wir zur Abkärziing schreiben: 

* V = S + S' +/dx [T»y + T'*z] 4- const 
* Das Integral soll zwischen bestinunten Gränzen genom- 
men werden, es soll also für gewisse Werthe von x, y, z, 
welche wir mit x^ y^ Z| bezeichnen, verschwinden. Nennt man 
daher 8^ und 8^^ diejenigen Werthe, welche S und 8' er- 
halten, wenn darin x^ , y^ onda^ statt xy^^ substiturt war- 
den, so ist: 

= 8, + 8', + const, folgKch const =a — (8, + 8'^ ) 
Femar soH das Integral bis zn anderen bestimmten Werfhen 
x^y^ 1^ VM xyz gmiommto werden. Wir müssen daher 
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diese Werthe in S imd S^ sabgtitiiiren. Beedelmeii wir mit 
8^ und 8^2 dasjen^e, was S and S' durch diese fihibsiitatioii 
werden, so erhalten wir den Avsdrack 
»V = CS| + S^)-CS.+S'J+/dx[TJy+T/»»]. 
Weil nun, wie gesa^, das Integral zwischen bestimmten 
Grinsen genommen werden soll, so können die Werthe 
XiJiZ^ und X2 ya z^ , welche die verfinderUchen Gröfsen am 
Anfange und Ende haben, keine Variationen erhalten. Da 
nun S^ 82 ^\ S'3 die Variationen 9y^ ^^ ^^ ^^ ^^^ ^lu^ 
DüTerentiale enthalten, so sind jene Gröfeen = 0, wodurch/ 
zwischen bestimmten Qrinzen av =/dx [T<y + T8zi 
wird. / 

Ans der Differentialrechnnng ist bekannt, daTs eine 
Fonctien nur für solche Werthe der verinderlichen Gröfsen 
eni Gröfstes oder Kleinstes seyn kann, welche, wenn man 
sie in den Werth des ersten Dtferentiab dieci^ Function 
setzt, dieses in Null verwandeln. Ebenso können wir nach- 
weisen, dafs dasjenige V^halten zwischen x, y nnd z^ 
für welches 9V ss ist, einem Maximum oder Minimum von 
V entspricht. 

Sind nun y und z, nnd folglich auch 9 y und dz, von 
einander unabhängig, so kann 8Y fär alle möglichen Werthe 
von 9y und 42 nicht anders s werden, als wenn die Coef- 
fitieaten dieser Gröfsen abgesondert = sind. Diefs gibt 
die Gleichungen: 

T s ; T' = , 
oder wenn man statt T und T' ihre Werthe substituirt: 

' 'j^ dP , d*0 d*B 

Sind dagegen y und z nicht von einander nnabhüngig, 
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sondern dordi ißine GHeidiw^ »wümA» x, y imd s mii; en- 
ander verbiindeo, welche wiriinit tts=0 beMiehneii, io mäs- 
sen die Variationen 9y nnd 9z vennittdst dieseor Gleichung 
bestimmt werden, indem die variirten Wertfae von «c^ y und 
z derselben ebenfalls Genüge leisten müssen. 
Die Gleichung u = gibt : 

folglich, wenn man die Differentiale mit Yariationen ver- 
wechselt, und bemerkt, daCs dx =r o ist, 

daher: 

(J2J\ 

Dnrch Snbstitation dieses Werthes geht die Gleichung 
8V =/dx [T*y + T'Sz] in folgende über: 



av 



=' ft['(ö-'(&)] 



Oa nun ^y ganz willkührlich ist, so kann i^ V nicht = o 
werden, wenn nicht der inclavirte Theil unter demlntegral- 
zddien verschwindet , wodureh die Gieidmng Entsteht 



oder: 






Sie wird, wenn man statt T und T' ihre Werthe sabstitnirt: 

L^~"ffr+ dx» dx» • •] vd^; = 

L dx ^ dx« dx« •J dy • ^^'^ 
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Dieses ist die aUgemeine Bedijqgiing des MaximiiHi mid 
Minimiun, wenn u = f C^, y, z) = o die GleiebHBg der 
krummen Fläche ist, auf welcher die kürzeste Xinie gezo^ 
gen werdra soll. 

S- 18. 

Die Gleichung A Mst jedoch noch eine Yereinfaclnnig 
zu, wenn wir bedenken, dafs das'Quadrat einer Linie = 4er 
Summe der Quadrate ihrer Projectionen auf drei rechtwink-^ 
lige Coordinatenaxen ist Wenn, daher 4s das Oifferen- 
tial eines Bogens bezeichnet, so ist 

ds* = dx* + dy* + dz* oder 

nach obiger Bezeichnung • 

s = / dx VI + p* + P'* 

V = s , V = \r (1 + f^ + p'»3 
Da aber v die GröCsen y, q, r, s...z, q', r^, s'.... nicht 
enthält ; so sind die partiellen Differentialquotienten 

(^) =N = . i (^) = = . ; (4f-)=B=. ..** 

(3i) = '" = »i(lf)=»'=«5(4F)=»'=»«-»- 

Aus der Gleichung A folgt daher 



dx Vdz/ dx V,dy / 

-«(ja)=-dP-(^) 

^-'(47)-'"(-jf)=» 
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"'V'ffp'/ V 1 + p» + p'» vdx ^i~ 
«Im dP s d -^ and dP' » d ^f- f 
d-Hr«,*l.d4f(^)-d4|-(4i)=. 

W'-«^(47)-tS-(4f) = «' 

oder mit Yertanschaiig der Buchstaben : 
ri¥^ d*y /du\ d»x /du\_^ 

([L} und (11.3 sind die gesachten Differential* 
Gieichangen der kürzesten Linie auf einer 
krummen Fl&che. 

$. 14. 

Flg. 10. stelle ^ Botatiensphäroid vor, ZZ^ sey die 
Axe der Drehung ^nd zugleich die Axe der z, YY' sey 
^die Axe der y, und XX' sey die Axe der x. Es seyen fer- 
ner zyx die Coordinaten des Punctes a, m X sey ss t, so 
sind tz Coordinaten der erzepgenden Curve, deren Glei- 
chung wir also durd^ ^ (t, z)=:o bezeichnen können, wo 
tsssf (z) ist« Es ist also die Gleichung der Oberfläche des 
Rotationssphiroids : 

X» + y» = t* 

xt + y'=[f(z)P 
(mO X» + y* — £f (z)]* = =x u 

f (z) muCsi Uerbei aus der Gleichung der erzeugenden krum- 
men Linie bestimmt werden. 



Digitized by 



Googk 



Aus der Gleichan^ C^IO folgen die partiellen Differen- 
tiälquotfenteii 

(-Jr) = '« Kt^) = »' 

Sabstitairen wir dieselbe in die deichaog (TL} so kSmiiit: 
d»y ' d»x 

Diese Gleichung können wir auch so schreiben: 



ds ds "" " 

welches eine constantc Gröfse bezeichnet. 

X . dy — ydx :& ds • D. 

Wird diese Gleichung integrirt, so bestimmt sie 
nehst der Gleichung C^O ^^^ kärseste Linie auf 
einem Rotationssphäroide. Die Conistanten mOssen 
mittelst der Coordinaten der beiden Puncto bestimmt werden, 
durch welche die Curve hindurch gehen soll. 

Die Constante D bestimmen wir aamenthcb auf fol« 
gende Weise. 

In die Gleichung xdy — ydx=sds» D führe man 
die Polarcoordinaten t und ^ :^ m xx^ ein, indem man den 
Anfang der Coordinaten als Pol annimmt, so ist: 

x = t.cos<^,y=s:t.sin<p 

dx = cosc}>.dt — t.sin^.df. 

dy SS sin (p . dt + 1 . cos <p • d <p 

3 
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Sabstitniren wir die Werthe vw x^y^Ax mii dy in die 
Gleiehnn^ xdy — ydx = ds . D so kömmt: 

t . cos <f> . X . sin tf> . dt ^ t . cos f . t. cos (p.A(p 
— t . sin <p. cos ^.dt+ 1 . siiK?. t . sin ^. d f = D . ds; 

öder t> . eos ^ . d <^ + 1* . sin »<^ . d ^ = D . ds ; t* . d <p 

= D.ds:D=iii*^ 
' ds 

Es stelle in Fig. 11. P den Pol des Rotationsspharoids 
vor, AA^aey einTbeil der geodätischen Linie, A'Bsey=*ds, 
A^C sey ein Stiick des Parallelkreises von A^, dessen Halb- 
messer wir = t setzen, d<p sey der asnm Bo^en A^C ge- 
hörige Winkel, d^r 

t.sind<ji = A^C, oder t,d<p = A'C 
SB. P A'B sey «s= oj 5 BAC — r 

daher ist in dem nnendÜch kleiqen rechtwinkligen Dreiecke 
A'CB 

A'C td<p 

"Bs ist aber o^ entweder = 91 — y oder = 3t 4- r? ™* 
ftrigüeh sin a^ entweder = shi St . eos y — cos St • sin y 
oder 3B sin 9t oos r + eos 91 . s» )^ 

also immer sin t»^ = cos 7. Daher 

td0 
ds 

ST- = t sin a, = D 

Dieses D ist constant finr alle Puncte des Itotationssphtroids. 

Wenn daher A A, A^ ein durch drei kürzeste Linien 
gebildetes spharoidisches Dreieck ist, und man bezeichnet 
die Halbmesser der darch dfe Spftzen A, A,, A2 ge- 
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h%aU» PfeMielkreiM iwdr t, tt, v^^^ Um Wink« d«r 
Seiten AA, , A, A, , A, A mit den MftridiftMl PA^ PA« ; 
PA, , PAi5 PAj ) PA aber dilrdi % <i j •l', >«/^^ j «'^y i^ ; ») 
so ist 

t sin ft :±t t^ sin «^^ 

V sin a'* n t sin % . ^ 

Aus der dieichniif der Ellipse 

Die aD^emeiüe Gleicbong dei" Norui&Iä ist bekänfitKeli : . 

y/_y--.-J^ (x'-xj, Wa J|. die Tangente des 

Wfakeb be^eielinet, weMm dieKdfiiiale itait der Atce der % 
bildet. Bei einem Erdmeridian ist also -^ -^ die "Tangente 
der geogr. BrcStt^ a tang ^ ,. wenn wir durch ß die geogr. ' 
Breite eines OHes beseiebne«. Wenn wur statt -^ seisM 

Werth setzen, so ist tangß = -^^. För den Kreis ist 

a ti= b, folglich: <g ß = -^. 

lyenkt man sich (Flg. ISl.) ftber der Äxe des Itotatioi»» 
sphAroids als Durchmesser in dasselbe eine Kugel beschrie- 
ben, und von dem Puncte A^, dessen geogr. Breite =A^CB, 
eine ihit CB parailefe Lbiie gezögen, wefcie dieSn^et ivt ' 



*) Den Winkel , welchen eine geodätisclie Linie mit dem Meridian eines 
ilirer Endpancte bifdet, äeuni «ilEln das Aiimath di0»«r fi&iie. 
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A trifft, so.nennt man den Winkel ACB ^e redacirte 
Breite des, Pommes A^ 

: Die wahr«. Brette bezeichnen wir immer durch. ß, die 
reducirte durch B. 

Bezeichnet xf die Abscisse eines Piinctes änf der Ober- 
fläche der in das Sphäroid beschriebenen Ku^el, so hat man, 
wie sich aus Her Fi^. 12. klar ergibt : 



tMff?=fif';*«B=X;y = x'.tgB; 

daher tg ? = -5^ tgB ; ^ = -^^^ = -g- . -^ 

Aus X » + y»=ib* folgt xi=v/b*— y»;ax^=v^a»b»— a*y*. 

Setzen wir den Werth von ax:^ in die Gleichung: 

tg^ j^ hX' 

"tyB ~ b • bx 

und,eb^iio den aus der Gleichung der Ellipse gez^^genw 
Werth von 

bx=4/i5p::ri^sofohrt^-i i/a^^2? _a 
Dx_vaD ay,sotoigt^g-^.^^-^g__- - ^, 

a b 

ddi^r tang ß = -^ tang B und tg B = — <g ^. 

Substituiren wir in die letzte Gleichung statt tgß den Werth 

a!X. sofoIirt-tirB-— J^ = J*- y ^ sinB ^ 
^,^,soioigt. tgö- ^ • b^x - b ir^^SäT' 

W-"=r=1^5 a*y^ == Cb^x» + a^yO sin «. 
Es ist aber b*x* + a^y* = a*b*, also a*y* = a^b^ sin ^B; 
y3 sBs b^.sin 2B . y =» b sin B ; -^ = sin B. Setzen wir dieses 
n die Gleichung 
-^ sstgB, so folgt: -— sinß = tgB; x=sacosB. 
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Es bezeichnen nnn aä^, die Azimntbe der geodätischen 
lanie bei A und A^, t, t' die Halbmesser der zu den Poncten 
A und Angehörigen Parallelkreise, BB^ die redacirten Brei- 
ten dieser Ponete. Statt t können wir andi x setzen , oder 
wenn das Rotationssph&roid ein elliptisches ist, den 
Werth von x = a cos B. Ebenso ist t^ = a cos B ^ . Wie 'l 

wir oben gesehen haben, ist aber: ^ 

D =3 t «n =L $' sin a<, | 

Die in der einen Gleichung der geodätischen Linie vor- J 

konunende Constante D ist also für das UmdrehungS'- 
ellipsoid »acosBsinasa.cosBj sinav 
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Vierter Ahsebnitt. 

Von der Triangulation. 

Erstes CapiteL 
Vtm den Dreiecken des ersten Hangs. 



$• 16. 

IBie auf die Basismessun^ zunächst folgende geodätische 
Operation besteht darin, dafs man das zu vermessende Land 
mit einem Netze grofser Dr^js^ aberzieht, deren einzelne 
Seiten wenigstens 10,000 bis 12,000 GrofsherzogL Hess. 
Klafter lang seyn müssen. Wir wollen diese Dreiecke die 
Preiecke des ersten Rangs nennen. Mit diesen werden 
sodann kleinere Dreiecke (die Dreiecke des zweiten Rangs) 
in Verbindung gesetzt, and ebenso müssen sich an die Drei- 
ecke des zweiten Rangs die Dreiecke des dritten Rangs, 
und an die letzteren die Dreiecke des vierten Rangs an- 
scUiefsen und zwar so, dafs die Dreieckspuncte ersten Rangs 
auch zugleich Dreieckspuncte zweiten, dritten und vierten 
Rangs, die Dreieckspuncte des zweiten Rangs auch zugleich 
Dreieckspuncte des dritten und vierten Rangs, und endlich 
die Dreieckspuncte des dritten Rangs. auch zugleich Drei- 
eckspuncte des vierten Rangs bilden. 

Zu Winkelspitzen der grofsen Dreiecke oder zu den 
Standorten! der Winkelmessung dienen hohe Kirch- und 
SchlofstbOTDe, besonders solche, die mit Durchsichten, Plate- 
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formal oder Gallerien versehen sind. Meistens reichen Je- 
doch die natfiriidien tlichtobjecte nicht aus, oder sie geben 
keine Dreiecke von guter (nahe gleichseitiger) Gestalt. 
Diesen Mangel ersetzt man dann durch künstliche Signale, 
welche man am besten auf Hügeln oder Bergen errichtet, 
und welche natürlich bei den Dreiedeen des ersten Rangs 
gröfser seyn müssen, als bei den Dreiecken des zweiten 
Rangs u. s. f. 

Die Winkel der Dreiecke höherer Ordnung müssen mit 
grösserer Genauigkeit gemessen werden^ als die Winkel 
der Dreiecke niederer Ordnung , indem ein bei der Winkel- 
messung eines grofsen Dreiecks begangener Felder auch ei- 
nen gröfseren Einflufs auf die Lange der Seiten ausübt, als 
ein in einem kleineren Dreiecke vorgefallener Fehler. 

Die Winkel der Dreiecke des erBtm Rangs müssen 
mit RepetitionstheodoUten wenigstens zwanzigmal gemessen 
werden. 

$. IT. 

Wenn man bei der Beobachtung der Winkel gehindert 
ist, den Theodoliten im Mittelpuncte der Station aufzustellen, 
was z. B. auf Kirchthürmen sehr häufig vorkommt, so hat 
man auf folgende Art zu verfahren. Man wählt sich in die- 
sem Falle ganz in der Nähe des eigentlichen Stationspunctes 
C (Fig. 13.) einen Ort 0, von wo aus man die Messung eines 
Winkels bOa = o, so wie des Winkels COb =s r und der 
Entfernung des Punctes vom Puncto C ungehindert vor- 
nehmen kann. Sind uns aufserdem auch noch die GrSfsen 
der Seiten bC = A und aC = B gegeben, so können wir 
den gesuchten Winkel leicht berechnen. Es ist nümtich 
SB. bMa =5B. zc=o + x = c+ y; daher o+ x==:C + yj 
c = o + X — y. 
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Es findet ferner die Proportion statt 

Seite aC : D = 8in (o + 1) : sin x. 

Ebenso 

bC : D s= sin r : sin y 

Hieraus lliefst : 



i9in X = 



sm > = 



D . sin (r + o) 

Ci 

D • sin r 



bC 

Da aber die Winl^el x und y sehr klein sind, indem die 
Entfernung des Beobachtungsortes vom eigentlichen Sta* 
tionspuncte (dem s. g. Centrum) so klein wie möglich ange- 
nommen werden mufe, so kann man ohne merklichen Fehler 



D , sin (r -f 0) 
""^ ÜF 

D(^inr) 
y Cb 

X und y sind hier in Theilen des Halbmessers ausgedräckt. 
Will man sie in Secunden haben , so mufs man bekanntlich 
CS- 7.} ihren Werth durch sin V* dividiren. Wir erhalten 
sofort durch Substitution 

-,•. • , , D . sin (o + r) D sin r 

Liegt der Beobachtungsort auf der linken Seite von C 
(Fig. 14.), soistz = c+x = o + y; also c + x =* o + y 
oder c SS -j- y — X 

Liegt der Beobachtungsort innerhalb des Winkels c 
(Fig. 15.), seist a=s + y; ß = t+x; daher a^- ß = s + y 
+. t + X, oder (da a + ß 5= ÜB. und s + 1 = 3B. c), 
05S3C + X + y, also c = — x — y 

Liegt endlich der Beobachtungsort hinter dem Puncte c 
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(Kg. 16.), «0 ist 8 SS r + y and t^q + x, £ol(üdi 

S+taaCssr+q + y+X OdCT CssO + f + X 

Bei der Redaction der Winkel auf das Centnim der 
Station jiann man sich folgenden Formnlani bedienen, in 
welchen die mit „Signal links" bezeiehnete Spalte die 
Gröfee y, die mit „Signal rechts" bezeichnete dagegen die 
Gröfee X gibt Der Richtinigswinkel unter „Signal links" 
bezeichnet den Winkel r (Fig. 18.), der Richtungswinkel 
unter „Signal rechts" aber den Winkel (r + o> 



Station: 
Banmbech. 

DitUoz = Oy9a KUfier. 


Signal links: 

Darmstadt 
(Inth. KirchlhO 

Ricbtangiwio- 
kel = 87% 67'. 


Signal rechts: 

Steinbeig. 

Ricbtnngfwin- 
kel = i57% 3a'. 


Compl. log «in 1" (neoeTh.) 
log. Entfern. Tom Centrnm 
Compl. log. Entf. t. Signal 
log. «in. fiichtw. 


ssss 


5,80888-,^ 
9,96379 - 15 
7,18552 - 10 
9,79831 — 10 


log, Excentr.Vin See) 
Excentr. (in See.) 


2,94601 - 10 

-8,83 


2,69650-10 
-f-4,97 



%. 18. 
Bei den Dreiecken des ersten Rangs findet immer ein klei- 
ner sphärischer Exceis von einigen Secnnden statt Dafe i;nr 
diesen auch dnrch die onmittelbare Messung der Winkel finden, 
obgleich dieDreieckspuncte nicht auf der Meeresfläche liegen, 
hat, wie man leicht einsieht, darin seinen Grund, weil der 
Theodoht, womit die Winkel gemessen werden, in jedem 
der drei Puncte horizontal gestellt wird , und weil das Fem- 
rohr sich in einer auf die Erdoberfläche normalen Ebene be- 
wegt, so wie in dem Umstände, dafs in den drei Puncten 
die auf die Scheibe des horizontal gestellten Theodolits ge- 
fällten Perpendikel bei den gröfseren Dreiecken nicht mehr 
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iMI «ÜHiiMier ^aHAel «ind, wa$ M kldnel^ Drefeiiken iul- 
mer angenommen werden kann. 

Ift^eaefatet dieses sptifirischen Ei^eeMies kann man doeh 
4te Dreieeke ersten Ran^swie gradlinig anflögen, nnd 
aswar nach folgender Regel. Man ftereehne ilen sphikisclieft 
Bscceb 4es Dreledis , £iehe von jedem seiner Winkel Vs die- 
ses Excesses ab, so werden die Reste die Wiidcel eines 
gtadfinigen Drefedm s^yn^ dessett Seiten den Seiten des 
«yharischen ^lelck sind. 

Dieses merkwädiige Theorem, wdches unter d^m Na- 
men des Legendre'schen fiataces bekannt ist^ lallst sich auf 
folgende Art beweisen. 

Die sphärische Trigonometrie lehrt, 4afs 

^ . cos a — cos b cos c 
sm D « Sin c , ' 

wo dfe Seiten a, b, c in Winkelmafs ausgedräckt sind. $ub« 
stftoiren wir in dem Zweiten G&ede dieser Gleichung statt 
de» Simis md des Cosimis die brannten Reihen dieser trigo- 
nometrischen Functionen, und behalten wir darin nur die Glie- 
der bis zur vierten Potenz bei, was uns jedenfalls gestattet ist, 
da a b und e in Yergleiclfflng mit dem Hribmesser der Erde 
amr sehr kleioe OMSetm sind, so kAumt: 



cosA;«:; 



^•^T+2:o'^0*^r^"o:4)0^¥+a^^ 



(--Ä) (-Ä)' 



in welchem Ausdruck jetzt a, b und c in Tbeilen des Halb- 
messers ausgedräckt sind* Fuhren wir die angedeutete IfaiK- 
tiplication aus, so fol^t: 
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COS AXS j =; 



/• <» ,. a* . c* c* , b» b»c» b« Vi c* •»«V 



b«V 

Eoheickela wr (l — -^^f — f:y)~' ■»** ^«»^ F«««! 
(J — b}» =?: 1 + b + b» + b% so folgt: 

/ Ä« b* V,j^ c» , b» . c« ,2c«b» , b*\ 
cosA= 1 ^^^ 

_ b« + c*— a« . a« + e« + b«--!8b»c«-ac»a*— 2b*a^ ^^ 
— ab.c. "^ 2. 8. 4. b.c. ^""^ 



Denken "(Wr ans nun ein ebenes Ureieck, dessoB Seiioi 
= den sph&nscben Seiten a, b, c*) nnd dessen Winkel 
s:.A', B', C' sind, so ist in diesem ebenen Drdeck 

cos A' = ^* + ''* — '^* . Es ist aber sdn »A»=l — cos »Afe 

• . 9 . C 

_ b« — a« — c* + 2 b« a« + 2 b«c* + 2 a« c* 

Wir, erhalten daher ans M: 

bc . sin *A' 



cos A = cos A' ■ o A 

Oa bc, wie gesagt, in Lfingenmaafs gegeben sind, so 

mnta man, am sie indem nimlichenMaafs, wie oos A, iäm- 

lich In Theilen desHalhmesaers, aoszadKüeken, statt bc die 

b c 
Werthe -^ , -^ setzen, daher folgt: 



*) a, h, c lind hier ia It&ngenmaaft amgedräckt. 

DigiCzed by LjOOQ IC 



— 44 ^ 

. ., bc . sin "A' , 

cos A s= cos A^ o g ^i — oder 

cos A = cos A' — sin A^ 



2.8. R> 



Setzen wir — ^ g ^^ =E, eineGrSfee, welche in Thei- 

len des Halbmessers ausgedruckt ist. Wollen wir dieses E 

E 
in Secunden ausdrucken, so mässen wir setzen: — : — ^rr 

' sin V 

der Sinus hiervon d- i. sin ( . y^^j wird wiederum = E 

seyn. Die Zahl 1 können wir s cos f . ^^^ \ setzen, and 

wir erhalten daher durch Substitution dieser Werthe in die 
Gleichung^ für Cosinus A : 

«» A = C08 A' cos (-j^) - sin A'. sin (-s^) 

A _ A/ _i- E ., , bc.sinA' 

^-^ + ^rrr=A'4- !8.3.ft»sinl" 

oder näherun^weise : 

bc.sinA 



A=: A' + 

A'=. A — 



2 . S . R* sin \" 
bc . sin A 



2 . 8 . R* sin 1" 

Der sphärische Excefs ist bei einem Dreieck, dessen 
Winkel A, B and C heifsen, bekanntlich 

= A + B + C — 2». 

Inhalt des Dreiecks 



= * • *^*- Oberfl. der Kugel 
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Jühalt des Pretecks 

Inhalt des Dreiecks 



Ä . «»•=: 



iZRy 



2 . 400<> = 



Inhaft des Dreiecks . 200<> «, 
RT^i = *^ • 

WtOman diese Grörse, welche hier in Graden ansj^edrnckt 
ist, in Secunden ausdrücken, so mnls man die beiden Stiten 
der Gleichung: 

«,_ Inhalt des Dreiecks , 20Qo 

mit 10000 mnltipliciren. Daher 

^/ ;^ ff f frm^f n - '°''^" des A . 200 ; lOQOQ 

R^ • ^ • 

Esistaber«=J?Ä5iL .. Secunden des Halbkreises 

Räuius ISecunden des Radius "* 

200 10000 
"^ Vain 1// = *^ • ^^'^ «"* !''• FoIgUch üeberschufs 

in Secunden =« -_-^L_. Da das gegebene Dreieck von 

einem gradlinigen sehr wen^ verschieden ist, so kann man 
den Inhalt wie bei einem gradlinigen Dreieck mittels der 

Formel — ' — ^ berechnen, wo b und c in Längen- 

maals gegeben sind. Es ist also der sphärische üeberschuf^ 

Ans der obiiren Gleicbunjgr A' = A b • c . sin A 

folgt nuamebr : A' = A — 4- spbilr. Exe. Eben so finden 
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wir: B^ = B ~ ^vpltär.lke.C^s=t ~ -|- sphit. Exe, 
w. z. b. w. 

Nach dieser Legendre'schen Kegel müssen säiaiitliche 
Dreiecke des eroten Rangs berecbnet werdeii» 
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OieJBaclmQpijp y^kd n^foiieh in die$ma Fomnlare iiiif fof^ 
^nde Art ansgefahrt 

1^ Drittheil des (Jeberschusses der Samme di^ drei 
beobachteten Winkel wird ven jedem einzelnen he«hacbr 
teten Winkel ab^ez#gen, um dies./g^. carrij^irten Win«F 
kel zu eriialten. Zu diesen werden die L()garitlii»en anfge^ 
SGcht, und mit denselben die Dreiecksseiten berechnet* 
Nachdem hierauf auch die Berechnung des sphärischen Ex-* 
cesses vollzogen worden, wird derselbe von dem sphäri-^ 
sehen Excefs der beobachteten Winkel abgezogen. Ein 
Drittel der Differenz (oder der FehIersomme> wird von jedem 
d«r beobachteten Winkd sobtrahirt, wodvdimaii spluiriselie 
Winkel erhält, welche genauer sind, als die beobachteten. 

Diese Berechnung des sphärischen Excesses, welche nach 
dem Obigen dUizu dieirt , um die Snmme der IrrtlKlmer bei 
dffir Beobachtung der drei Winkel des Oreiedcs w finden , 
wird nach der oben angegebenen Formel: 

sphär. Exc-t in Secunden = i^B^sinl^^ 

bewerkstelligt. 

Das Comptement des Logarithmen der Constante 

a ' R» V i^* ^®* ^^ ^^® nachfolgende Art berechnet worden. 
Der mittlere Halbmesser der Erde ist »a84ftl?9 Or. Hess. 
Klafter, daher 

log R s 9^amm 

8 



log R* = 12,8118Sr4 

log 2 = 0,8010300 

log sin V^ = 4,1961199 



log 2 R* sin V^ = 17,3090378 
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'»« äR^TTT = ~ ^^'3090878. 

Addiren wir hierzu die Zahl 20, so erhalten wir 2,6909627. 
Natörlich müssen wir hernach von der Summe: 
comp], log . const + log sin A + log AC + lo|^ AB 
die Zahl 20 wiederum abziehen 



Zweites CapiteL 
V^n den Dreieeken des zweiten, dritten und vierten EOnfs, 

$. 20. 

An das Sfystem der Dreieeke ersten Ran^ schKeflsen 
sich die «Systeme der Dreieeke des zweiten, dritten und vier- 
ten Banges' an. 

Die Dreieeke der beiden letztem Systeme sind zur 
Controle der Detailmessung (Flur- und ParzeUenmessung) 
bestimmt, und die Dreiecke des zweiten Rangs bilden das 
Zwischenglied bei dem Uebergang von den Dreiecken des 
ersten Rangs zu diesen kleinem Dreiecken. Bei den Drei- 
ecken des zweiten, dritten und vierten Rangs kommt der 
iqph&rische Excels nicht mehr in Betracht. 

Hat man sämmtliche Winkel der Dreiecke des zweiten 
Rangs beobachtet, so wird die Berechnung der Seiten mit- 
tels des nachstehenden Formulars vollzogen, in welchem zur 
Erläuterung die Berechnung des Dreiecks Melbach — Johan- 
nisthurm — Bauemheim ausgeführt ist. 
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Die bMbMhtoten Wwfed eiBM^Dnieeks umimin die 
sweite Colomne dieaesFormidars eingeschrieben*^ ^>nd sodapn 
in der. dritten Coliunne auf zwei Rechte conrigirt, weä in 
J^em ^enen Dreiecke die Snnune der drei Winkel =? ^wei' 
Rechten seyn mufe. Zu den corrjgirten (^oder mittleren) 
Winkeln werden die Logarithmen der Sinusse aofgesadit, 
und in die vierte Colomne einfeschrieben.- '— Ist dieses ge- 
schehen, so wird die Berechnnng der Seiten mit Hälfe dier 
ser Logarithmen vorgenommen, wozm naturlich auch der 
Logarithmus einer Rasis nötiiig ist Da in jedem Dreiecks- 
oetse des zweiten Rangs meistens mehrere Seiten vorkom- 
men werden ) welche auch zugleich Seiten des ersten 
Rangs sind **)^ so macht man bei der Rerechnung des 
ganzen Netzes mit einem solchen Dreiecke den Anfang, in 
welchem sich eine Seite des .ersten Rangs befindet, und 
nimmt diese als Rasis an. 

Das Formular zur Rerechnung der Seiten gründet sieh 
anf die bekannte Formel 

sin a : bc = sin c : ba s sin b : ac , 
wobei wir ein Dreieck im Auge haben , dessen drei Pancte 
Uj h und c heifisen. Aus obiger Proportion folgt: 

sin b . bc .^^ 

ac = 5 — - — , oder 

sin a ^ 

log ac s= log b -f- log bc ^ log'sin a.s 

' ss'compL log sin a + ^og he + log b. 

Sne der berechneten Seiten des ersten Dreieokes dient 



*) SoUton in dem Draecbinetee dei zweiten Ranges irgendwo exceotri- 
fche Winltel vorkommen, «o mäeaen dieselben savor auf die be- 
kannte Wdse eentrirt werden« 

**) Wie nan in verfUbien hat, wenn IHeeea< nicht der FaU seya 
•ante, wild weiter onten geadgt werden. 
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mm wieder einein ssweiten danuiliegenden nur Basis n. e. f. 
Wenn man so in einer gePritmen Reihenfolge aDe Dreieeke 
des Netses berechnet, so wird man bisweflen sor Beiedi- 
nuag eines solchen Iheiecks A kommen, in welchem sidi 
muber der Seite, die es mit dem unmittelbar vorher beredl- 
neten Dreiecke B gemein hat, noch eine andere befindet, 
die noch zugleich einem schon früher berechneten Dreiecke 
sweiten Rangs C angehört Wären alle Winkel des Netzes ' 
absolut richtig gemessen, so mnfste man das nämliche Re- 
sultat ^hklteh, maii mSihte die den Dreiecken A und C 
gemeinschafUiche Seite aus einem oder dem andern der bei- 
den an einander liegenden Dreiecke berechnen« Da jedoch 
eine solche absolute Richtigkeit der Winkel nicht erreicht 
Verden kann, so reicht es Mo, wenn die beiden Resultate 
bis auf einige 2olle fibereinstimmen. Ist die DüTerenz sehr 
gtobj ito muTs irgend ein Fehler untergelaufen seyn, und 
£e Btechnung muls noch einmal vorgenommen werden. 

Solche geqieinsC&afUiche Seiten dienen also zur Controle 
der Dreiecksberechnung. 

Schliefslicli wird hier bemerkt, dafe die Berechnung 
der Dreiecke dritten' und vierten Rangs genau auf dieselbe 
Weise geschieht , wie die Berechnung der Dreiecke des 
ifiweiten Rangs. Denn eben so, wie bei der Berechnung 
der Dreiecke des zweiten Rangs von den Dreiecken des 
ersten Rangs ausgegangen wurde, dienen auch bei der 
Berechnung der Drdecke dritten Rangs die Dreiecke des 
zweiten Rangs als Anhaltspuncte^ und das nämliche Yw- 
hältnüs findet auch bei den Dreiecken des vierten Rangs in 
* Bezug auf die Dreiecke des dritten' Rangs statt 
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Fünfter Abschnitt. 

Von der Berechnung der Coordinaten. 

CB9B99S9BBSSBI 

Erstes Capitel. 
Vm den Coordinaten iter Dreiecksptmeie ersten Rang$. 



Sei einer allgemeineii Landesvermessung ist es sehr we- 
sentlich erforderlich, die gegenseitige Lf^e aller trigono^ 
metrischen Pnncte dorch Coordinaten zu bestimmen. Man 
nimmt hierbei den Meridian eines Hanptortes (im Grofsher- 
Mgthom Hessen Ist dieses der Meridian von Darmstadt3 als 
Abscissenaxe an. Der Bogen , welcher von irgend einem 
Ponete des Netzes senkrecht auf diesen Meridian gezogen 
wird, heifst die Ordinate dieses Ponctes, und das Stuqk 
des Meridians, welches zwischen dem Hauptponcte (l)arm- 
Stadt3 and dem Fufspuncte jenes Perpendikels enthalten ist, 
heifist die A bs c i s s e *3 ^^ ^ bedeutende fintfemmigen^ 



*) DiA in dem HaoptpoDde nach Oaten and Wetten hin gesogenen 
Perpendicnlären bilden die Axe der Ordinaten. Durch die beiden 
•ich im Hanptpnncte durchschneidenden Coordinatenaxen wird also 
daa sa TermcMende Land in Tieir Quadranten zerlegt« Wenn man 
die im |norddetlichen 'Quadranten gelegenen Coordinaten als positiv 
ansieht, eo sind die Abscissen im südöstlichen Quadranten negativ, 
die Ordinaten positiv. Im südwestlichen Quadranten sind dann so- 
wohl die Abscissen als die Ordinaten negativ , und im nordwestli- 
chen und die Ordinaten negativ und die Abscissen positiv. 
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wie sie bei den Dreiecken des ersten Ranges vorkommen , 
rnnfs hier schon die elliptische Gestalt der Erde in Betracht 
gezagen werden. Wir haben zwar schon früher (im aiwei- 
ten Abschnitte 3 Formeln zur Coordinatenberechnnng: ent- 
wickelt, es wurde jedoch bei denselben die Annahme ge- 
macht, dafi» die Erde die Gestalt einer Kugel habe, und 
dafe die geograpUbschen Breiten der Puncte , deren Coordi« 
naten bestimmt werden sollen, bereits gegeben seyen, und 
wir wollen daher numnehr solche Formeln entwickeln , wel- 
che keine Functionen der geographischen Breite sind, und 
bei welchen die elliptische Gestalt der E]rde berflcksichtigt 
wird. 

$. «2. 

Bs sey NC'B'8 (Fig. 17.} der Meridian des Hauptor- 
tes, BC sey eine Dreiecksseite = S; BB^ = P sey die 
Ordinate des Pnnctes B, CQ' =ü P* sey die; Ordinate des 
Punctes C. Um zuvörderst solche Formeln t&r die Coerdina- 
ten zu finden, welche von der geographischen Breite unab* 
hängig sind, so nehmen wir einstweilen noch einmal an^ 
die Erde sey eine Kugel. Es werden sich dann die Ordina- 
ten P und P', wenn man sie verlängert, in dem Puncte 
schneiden, welcher um einen rechten Winkel von NC'B^S 
«tfemt ist. Dieses ist leicht einzusehen, wenn man be- 
denkt, dafs B'B und bei B^ und 0^ senkrecht auf dem 
Hauptmeridian stehen. Der Bogen B'O^ wird dann gleich 
dem Winkel seyn. NO'BS sey der Maridian des 
Punctes B. Bezeichnen wir ferner den Bogen OC^^ durch 
AP; den Winkel 0^'BO durch a (Azimuth}, den Winkel 
GBO durch SR — o, den Bogen 00 durdi 9t— P^ denBo« 
gen BO durch »— P. Endlich sey Winkel BCO = b. 

Man bat also in dem sphärischen Dreieck OBO 
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_ _. cm CO -r- C9B CB . eoß O» 

^^ *= sin Cfi . sin . OB 

atDCB.nnOB.oosBsseosGO— cos OB . cm OB 
eM 00 SS cos CB . MS OB + «n CB . sin OB . cos B 

siDP^seosS.smP + sinS.cosP.suia 

Wenn ms gegeben ist y s= f (x3, so ist beMuptlicb 

Essqrnnn fic=rinx, alsoy'esgni (x+c), so isti^^^wirtig 
J[L. « cos X, -J^^ = - sin xj 1^ « - «08 X ete. 

Abo 

sin(x+e) = 8inx + ecosx-5^i^-.^5W1.4:... 

aiBP/assinCP + AP>=rsinP+APeo8P 

CAPysinP (AP)»cosP . 

— j- ^ +... 

Veraer ist cos S =3 1 — -^ 

sinS=sS--^, 

wenn man von S und AP keine Ji$|iem Pojiemten tls #9 
dritte beibehttt Es ist also, indem -wir tfaa im Miim. 
Werft«! ym sin P' dne Gleiehm^ bflden : 

eosS.sinP + sinS.eosP.sinaasin.P+APeosP 

(AP)» sin P (AP)« cos P 
_ jp- . 

Oder, biden wfar statt cos S and sin S ibre Wordie 
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sii.P + APco8P~ CAP)'«i°P -. ■(AP)«LeogP 

Stellen wir nun AP allein nnf cl>ie eine Seite der Gleichung, 
so fol^: 

p ^ CQg P . S »sin tt _ 8ia P.S* _ coBPS'dna 
^^ «öäTP S.eosP 6C08P 

(AP)* sm P , (AP)» CQg P 
''" 2co»P '" fiCOflP 

AP=S.«ina-.^*- i!~ii+ (41^ + C^ 

Da P nicht leicht aber einige Grade betragen wird, so kön« 
nen wir nfiherungsweise tgP = P setasen, und wir erhal- 
ten dahar ' / 

AP~ia «Vi-. PS* S«,sina , (APyP . (AP)^ ^ 
AP=:S.8ina g g — + — g + —6^ — 

fi ««^ P(S»-AP') S^sin« , AP« 

In dem Dreiecke C^^CB ist der Winkel C'^ beinahe ein 
rechter. Wenn wir ihn als einen rechten annehmen, so.i«| 
S • sin a = der gradlinigen Entfernung von C'^ nach C, 

wddie wir durch An besdehnen;'^)^ Es ist iisf^ S^'^^ . 

sina 

Setzt man in dem vorletzten Gliede der obigen Gleiehuiig 

statt S diesen geniherten Werth, so folgt: ' 

AP-««„. Pcs»-AP*) ^'•(a^)'^' . (AP)' 



^ BbflMo ist 8 . OM « SS, der gnidliiiig«i Entfeniiing tob G" dmIi 
B SS am. i 
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.» a • PfS* — APO S'Ap . AP» 

oder indem man n&heningsweise Ap statt AP schreibt : 
AP;=:S.sina- nS--Ap9 _^S:^z:^^^ 

S. 23. 

fn dem Dreiecke COB hat man ferner: 
cosin B . cos OB + cot . sin 'B= cot CB . sin OB 
^ ^ /\ cot CB . sin OB — cos B . cos OB 

cot U = : n 1 

sin B ' 

f^£k^ sin B . 

* ^ cot CB . sin OB — cos B . cos OB ' 

Moltiplliciren wir Zahler und Nenner dnrch tg CB, so 
kömmt: 

. j._ tg CB . sin B 

^ "^ 1^ CB.cot CB . sin OB — 1^ CB cosB.cos OB ' 

Es ist aber ig CB . cot CB = 1 , also 



*gO = 



tg CB . sin B 



si|i OB — tg CB cos B . cos OB 



- . ^ tg S . cos a tg S . cpsa 

^^ TcosP— tgSsinasinP~cosP(l--tgS.^inatgP)~ 

te 8 . cos a ^^ ^ ^ . ^ _^— * 

^cosP Cl - te S • s*n « • tg P3 

Die Reihe für Ig x ist bekanntlich 

, X» , 2 X* 17 x^ , 62 x^ . 

*"*"^ "'"TTT""*" 5.T.9 "•" 5.T.9.9 +•'• 

Es ist daher, wenn wir keine höhere Potenz von AM als 
die dritte beibehalten: 
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O — tgS.srina .^P)-» 
ist näheningsweise 

= 1 + tgS.dna tgV, 
daher 

AM -4- -t4^ = tg S . cos g + tg S . sin tt . ig P) 
"•"8 cos P 

Setzen wir statt tg S, tg P und cos P ihre gen&herten 

Werthe, so folgt: 

(^Bä-'=d(ä+f)««'['+(®+T)*'"(''+T)] 



Am-j 



Da nnn ^'""g^^' , sin a ^^ und ^^ von hpliefSf 

Dimension sind, als von der, dritten, so können diesßThep- 
satze vernachlässigt werden, und wir erhalten daher: 

AM+ £^Ü!= (s+y)cosa[l+sina.S.P] (1+^*) 

Fuhren wir die an j^edeutete Multiplication aus , so erhaRen* 
wir: 

AM+ L^pl =:S.COSa+|^C0Sa+ -^|^ COS a + 

-g-g- cos a -f>8* . cos a . sin a . P + . — cos a . sin a . P -f- 

S*P* S*P* « 

— s — • cos Ä . sin a -| — cos o . sin « . P. 

AOe Theilsitze aoQser dem ersten, zweiten, dritte uMÜlMf-f^ 
ten können wir we^^en zu hoher Dimension vef nachlässigen. 
Wir erhalten dadurch: 
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S* cos a . cdn a • P 4- -^ cos a , 
oder 

Man sette nun üt der oben geflUKtenei» OleidM^ 

AP = S.*.._(S1:^*)(P+4IL) 

ilei Werth: S«— Ap»= S» — S*8iii «»=sS« (1— sin «a) 
BS S' cos «a SS C Am)«j S« — CAm)» as C-^p)*, so er- 

cm) APsBS.8in«^(p + ^]f t^l^y . 

Wenn \vir in dar Gleichnng (;n.> statt Seo»<iand S.rina 
fin sweite% dritten und vi&cten Theflsatz ilire Wefihe setzen, 
80 kSnunt: 

ai=S.cos«+^!^+ Ap. AM.P + 5^ - ^, 

AM=S.eps«+ ^P'+yp.Am.P ^1.^^ («.^Am«), 

' Ail«S.oos«+ WP'tg^-^.P + j. . Am . ApS 

Ail-ft.eoo*^. ^-'"+y°^'^P-'' H- i, AmCAp)« 
- -jp Am (Ap)«, 
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Es ist hierbei nfehtaaTerf eisen ^ dafis wf der reehten Seite 
der Gleiehimgeii (IIL) und C^^O *u>^ ^m mid Ap immer 
l^radlioige Entfennufen xn ventehm sind« 

In dem Dreieeii OCB ist: 

sin C : siB B CS sin BO : sin 00 

sinbteosasseosPteosP^ 

sin b ^ cosP ^^ 

eos a cos (F 4- AP) -' 

Bereclinet man b mid a ohne Rficksicht anf Sphlrieittt, so. 
hat man b b 9t -f- a, wem man nodi eine Conreetion > Al- 
gen mdlMe, mn dieSphdridtit in Bechnongna mehen. Dieses. 
9 ist die Conreetion des Azunnths fibr eine jede folgende Seite 
S/ anf dem Puncto C. Esist also bBsgt4- a + a und: 

cos (g + a) cosP 

cos a ^ eos(P + i^) 

B ist aber eos (« + d) » cos « . cos 9 — • sin a • sin a 
OB cos a • t — sin a • are. a OB eos a — a • sin tt) also 

I — *> sin ci ^ !^ ^ 
cos» cos (P + Ap) 



Hieraos folgts 



«••« cot (F -H iAp) 
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^ COS P . cos . Ap — sm P . sin Ap 

Setzen wir in diese Gleichung statt 'cbs Ap seinen Werth 
1 ^ A^ und statt sin^Ap den Bogen Ap, so folgt. 

1 _ 9tffa cos P 

eosP- c««P^C^P)' -Ap.sinP 



l_m*-AptkP l^(^-ä,.tgv' 

Führen wir die Division aus , so folgt : 

-»tga= t^ +AptgP; 
didier 



NSheningsweise ist aber eet <» = ~^;^-;; = -^ , defshalh 



eos « Am 

sin a Ap 



«as— (<gPAm+ -^ Am) 

« =: - Am (tg P :f 4^) 
CVO ««-Am(p+-4E-) 
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Wenn Am, P, Ap in Bo^n, d.h. in Theilen des Halb- 
messers, ausgedräekt seyn soHen, so müssen diese GröCswn 
noch durch den Halbmesser dividirt werden. Da aber Am 
dem Jlieridian, P nnd Ap di^egen der Perpendiknlire an- 
g^ehört, da also der Gröfse Am ein anderer Halbmesser ent- 
spricht, als den Grörsen P und Ap, so müssen wir Am 
durch den entsprechenden Krümmungshalbmesser des Me- 
ridians aftjT, P and Ap aber durch den Krummungshalb- 
massee der PerpendieaUire =s r' dividiren. Hierdurch wird 
also die EUipticität der Erde in Rechnung; j^ezogen, und 
der Wertb von AP, in Bogen ausgedräckt, erscheint 
unter der Gestalt 

8 : sin g _ (Am)g (^ + '^\ 
r' Ä r2 \ p J 

Elenso ist der Werth von AM = 

S . cos g Am r P + Ap -[2 _ Am (Ap)2 
r Art Tf J r.6.r'2 

Will man diese Werthe in Lüngenmaafs haben, so multipli- 
ciren wir den ersteren mit r^, den letzteren mit t^ Wir er- 
halten hierdurch 

^ mnfs.in Secunden ausgedrückt werden« Wir müssen da- 
her setzen : ' 
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rr' sin 1^ 
äm.V /im 



S- aß. 

Grauifii JetEt mir noch angegeben werden^ Mf wekhe 
Weise man «p Imtea diese ErammiugsludbBiewer r mid r" 
bereelmet 

B» sey p«io Fig. 1& die Hüfte einer Ellipse, ic die 
Normale des Ponctes i, Winkel ß die iBreographische Breite 
dessdben. Pie halbe grolse Axe der Ellipse bezeichnen wir 
durch a, die halbe kleine Axe durch b. 

Die Gleichong der Ellipse ist: y = — Va^* — x*. 

a ^ • 

BAetitaktm wir diesen Werth von y in die schon oben 
f. IS. otwid&dte Gleichang: tgßsa^^y sofol^: 

-eSST E^^i 6T^ » •'*»• 

b2 . x< ain >^ s a« . eos 2^ — a2 x» cos %5 b» . x« . sinj »^ 
+aSxi«08 Jps»«* cos»^5 x'OJsin »?+aa.coB ^§1)^^,%*. eoaß^ 
dato 

a« . cos ^ a».c os.^ 

aMi~<o«^g) +a^.co8^g -^. v^^^-j liL-bi^ ^,^ 

. »»»cos» a» — B^. ^ . , ,_ 
bVl + .i.cos^' ^®°° '^ B« "'*"* • ■''*^''- 

k«ik Statt des leissteren Aosdnicfces können wir aash setasa: 



xs 
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V 1 + ««.cos 'ß ' •' 
Den WetÜ^yon j hestimmen w&r «tf gans iludidheArt. 
Am ier Gtädknng dar BOqiBe folgt aflinlidi t xa»^^b*— y<. 

Setzen wir diesen Werth in die Gleichmifg^ ig ß^^ t fc - > 

'- '■'cMip ■•''" C08»P ^ CÖS^ " ' » 

COS »ß V.* ^ " tt»iß J' "> 

b« sin *ß = («2 cos >^ + b« sin ^) y'; 

_ b» sin g _ b». »ing 

^ Va'-cos>ß+b2.siD ^ v'a'.'cos ^^-b^^b^cosV 



_ b« . sin g 

V b>H-C»>— b^cos 




*) Ana te OMehHig x> (l»> »iii ^-f-ft* . eot^) S3 «4. «m ^ Mgt 

_^ •* . tM ß ___ «' . eo« /8 

■ . cos /S ■ ■? . CO« ^ 

a . COS /8 _ a . cos ^ a<— b* 

dmch «3 tanichiMii.; 
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Ans der Fig. 18. ergibt sieh nnn ferner 



in 



= .y =s 



sin ? "~ V 1 + •». cos »? ■ 
Die idIgeBieiiie Oldehang der Kegelsdinitte ist bekamitUch: 

yJssapx — nx» 
Hi<!nn» folgt: dy = (p - °») d» 



dya 



_ (p — nx)?dx» _ (p» — apnx + D^x») dx» _ 
(p» ^ ny») dx» 

dy, + dx« « (p'-°y;) d»'+ dxa= rp'+a-°)yndx2 

^ y ~ y 

y yS yS 

Sobstituiren wir diese Werthe in den bekannten Ausdrnck 
für den Erümmungshalbmesser : . 

_ _ (^j^r ■ --' 



9 = 



d^y 
so folj^: 



_ g ? ™ /3 -^ a3 tin /3 + b^ . Bin )3 __^ a^ . »in /8 — (a^— b^ ■in ß 
^ ~ V^a2 — B^ iin 2/3-4- b2 «in 2/3 ~ aT"?!. (a^HLb^) tfci 5^ " 

[a2— (a2^ b^)] nnß a ^^(l >- e^) ein j3 
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^ 

p « + Cp^+(l-n)ynT 



V^ p2 + (1— n) (2 px — nx«) = y p2 + (i_n)y2 
ist aber = der Normale der Eegelscimitte. Abo p = (2^21' . 
Öer Parenieter der Ellipse iöt -^^ daher g = (5^!0f ^ 

a2 (in )3 _^ a2 b3 _ ^2 (i 4, ^2) b3 _ 

E5 b4 (1 + ,2 cos 2ß)^2 b4(l+,2cos2^)^2 ~ 

(l + e^cosag)^4 5 ^«' nSherongs^eise: 

, ^ (1 + e») fe 
1 + f- e» cod »j5 ' 

oder nach ausgefährter Division : 

f =5= (i + e» — -|- e« cos •>...) b = r. 

Nähemhgsweise kann man r^ = ic setzen: E^ ist- aber 
ie . cos ß =^ X == qni ^ wie sieh aas dem Anblick der Fi^nr 

ergibt Daher ic = — ^^ . Setzen wir in diesen Ausdruck 

° cos p 

statt X seinen oben gefundenen Werth, so erhalten wir 

6 
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b (1 + e^) COS ß « B <i + «., (1 + e* cos -ßf '^' 

cos ß (1 + «» MS «^)*^2 V ^ / ^ ^ 

j= b (1 + c») (1 ^ «* cos *^); oder näherungsweise : 

b (1 i- e* cos *ß + e* g- e* tos *?) 

Den Theilsatz mit e^ können wir vernachlässigen , daher : 
r' = b (1 + e* ^ e* cos ^ß) 

rr' = ( 1 + e* — -| e» cos »ß) (1 + e* — ~- e? cos >ß) b* 

= (1 -f. 2 e* — 2 e« cos *ß) b* 
rr' = b* (1 4- 2 e» sin ^ß) 

Eig«nttieh mäfste nian mittels dieser Formeln r und r^ 
für jeden Dreieckspunct berechnen. Wenn jedoch das zu 
vermessende Land nicht sehr grofs ist , so reicht es hin , 
diese €röfsen blors für 4en Nittelpunct^) dieses Landes 
zu berechnen und sich ihrer bei der Berechnung der Coor- 
dinaten aller Paaete zu bedienen. 

$. 27. 

Um mittels der Formeln (VL) (VII.) und (VIIL) im 
$.25. die sphäroidischen Coordinaten zu berechnen, bedient 
man sich sehr zweckmärsig des nachstehenden Formulars, in 
' welchem beispielsweise die Berechnung der Coordinaten des 
Punctes Taufstein ausgeführt worden ist. In diesem For- 
mulare bedeutet 
s die Entfernung des neuen Punctes (Taufatein) von dem 



*) Die geographische Breite de« Mittolpanctet vom Grofsher^Ogtham 
Heiaen ist ungefähr 95^ , 5' neue TheUmig. 
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Vorheriifehenden Punete (FeUberg), in unserem Falle also 
die Dreiecksseite FT (Fi^. 19.); 

a das Azimuth des neoenPonctes (Tanfstein) an dem vor- 
hergehenden Punete .( Feldberg), (also den Winkel 
mFT = 660, 8«/, W,r); 

<i< das Azimuth des folgenden Piuietes(KnUl) an dem neuen 
Punete (Taufstein), (also den Winkel M TK=17»,51',04'Sl). 

f den Winkel des vorhergehenden und folgenden Ponctes 
an dem neuen Punete, (also den Winkel FTK); 

P die Ordinate des vorhergehenden Piinctes (Feldberg); 

P^ die Ordinate des neuen Punetes (Taufstein); 

M die Abscißse des vorhergehenden Punetes ; 

M' die Absclq^e des neneü Punetes.^) 



ff B rr' iin 1'% f S 2ri^ rin 1". 
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Der Werth von II. ist ursprünglich negativ. Allein weil 
die Ordinate des Eeldbergs Im vierten Quadranten üegt, so 

ist in nnserem Falle der Werth'von II =— T-"* (— P)] 

'=+L2r*"^J* J****®'''® ist l>ei der Berechnung von 
log VIII zu erinnern. 

S- 28. 
Die Conqilemente der Constanten a', &", b', c, d, e' 
und f hat man auf folgende Art berechnet, wobei wir die 
mittlere geogr. Br. des Grofsherzogthums Hessen == 55", 5' 
([neue Theilung^ setzen. 

T) Bet'ecbnung von complem. log »'. 

a' = ar* } r = (1 + e» - -|- e» pos •?) b; e» = ?^:=^' • 

a == »271819 Toisen, b = 8261014 Toisen; log (Grolsh. 
Pess. KlftrO = log . CTois.) + 0,891879» — 1 

log a — 6,5147892 
Verwandlungs - Log. ^ 0,8918799 — 1 



log a in Klaftern = 6,4066691 



log a» = l?,8188382 
a» = 6506860000000 
log b = 6,513^26 

Yerwandltu^-Log. = 0,8918799 — 1 



log b in Klaftern = 6,4052325 

2 



log b* = 12,8104650 
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b* :» 6I984QO00066O 
a* » 6506860000000 
b> t= 6468160000000 

a* — b* =: „ „ 42900000000 
log (a* — b») =i= 20,6824878 — 10 
log a* =: 12,8188882 



log e» = 7,8191191 — 10 

e* e= 0,0065986 
1 + e> s 1,0065936 



Utgeoaßm log cos (55%6') = 9,8121447 — 10 

2 



19,62i2894 — SO 



log cos *ß = 0,0242894 — 1 
log 8 = 0,4771213 
log e» =a 0,8191191 — 8 

log (e« . 8 . cos »» = 0,9205298 — 8 
log S BS 0)8010300 



log -|- e* «08 '^ — 0,8194998 — 9 



S 



e* cos *^ =s 0,0041689 



1 ^. e* = l,0065d36 
e* cos *ß =s 0,0041689 



(1 ^. e» - -| e» cos •^) =x 1,0024297 
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log (1 + e» — -|- e» cos »ßO = 0,0010^ 

log h =3: «,4062825 

}ogr = «,40ffi2864. 
log r = 6,4062864 
2 

log r» SS 12,81«5r88 
k«f 2 = 



log a = io^ 2 r» = 18,1186028 

com^. log a s 6,8863972 — 20 

n) Berechnvng von compL log. K 



log r« ssr 12,8128728 
log 6= 0,7781518 

log b^ «s 13,5907241 
comp, log b' = 6,4092759 — 20. 

HI} Berechnung von compl. log c. 
c = r' » 5 r' SS b (1 + e» — e* cos »ß) 



log cos *ß = 0,6248894 — 1 
log e» = 0,8191191 — 3 



log (e» cos »^ = 0,4484085 — 8 
log 2 so 0,3010800 



% C-^ ^' <^*^ 'O = 0,1423785 — 8 
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-J- e« cos »? =s 0,0018880 



1 + e» == 1,( 
-|- e* cos «^ = 0,0018880 



(1 + e« _ -1 e» cos »O = 1»0052056 

log p + e> — 1- e» cos «^) sp 0,00212549 
log b = 6,4052825 



log r' = 6,4074874 
2 



log c a: log W* = 12,8149748 
compl. log e = 7,1860252 — 20 

JV) Jierechnung von cpmpl. log. 4 
d = 8 r'» 

log r'» = 12,8149748 
log8=r? 0,4771218 



log d = 18,2920961 
compl, log d = 6,7079089 — 20. 

V) Berechnung. von compL log. e^, 

e' = rr' . sin 1" 



log r = 6,4062864 
log r' == 6,4074874 



log rr' = 12,8187738 
)og sin V' = 4,1961199 — 10 

log ei c= 17,0098987 — 10 
log e' = 7,0098937 
pompl, \og ^' SS 2,9901068 — 10 
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VT). Berecbnung von coaipl. log, f, 
f = 2 rr' sin 1" 



log (rr' sin 1") = T,00989»r 
log 2 = 0,3010800 



log f = 7,810939r 
compl. log f = 2,6890763 — la 

VH} Berechnung von compL log. a", 
a" =5 2 r« 



log r'» = 12,8149748 
log 2 = 0,3010800 



. log h" = 13,1160048 
coiD|>l. log a'' SS 6,8839952 — 20. 



Zweites OapiteL 

Yon den CoordttuOen der Dreieekspuncte zweiten^ dritten und 
vierten Rangs. 

Hat man auf diese Art die Coordinaten sämmtlicher Drei^ 
eckspadcte des ersten Rangs gefunden, sq geschieht die 
Berechnung der Coordinaten der Dreieekspuncte zweiten 
JSangs dadurch 9 dafs man zuvörderst die Differenzen der 
Coordinaten der Dreieekspuncte ersten Rangs und der Coor- 
dinaten von den umliegenden Dreieckspuncten zweiten Rangs 
bestimmt. Um sodann die eigentlichen Coordinaten der Dreir 
eckspuncte zweiten Rangs m erhalten, braucht man nur 
diese Coordinatendifferenzen mit Beachtung ihrer Zeichen 
W den Coordinaten derjenigen Dreieekspuncte ersten Rang;s 
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hinzu za addii^eii) TM dene» man bei der Bereeftfii|ii|; der Co- 
ordinatendifferenzen aasgegangen ist. Da nun diese Coordi- 
natendifferenzen wegen ihrer Kleinheit im Vergleich zu dem 
Halbmesser der Erde als gradlinig angesehen werden können, 
so wird hierdurch die Bestimmung der Coordinaten des zwei- 
ten Rangs viel einfacher als die Bestimmung der Coordina- 
ten des ersten Rangs. Bei der Bereohnnog d^r Coordinaten 
des dritten Rangs geht man von den Coordinaten des zwei- 
ten Rangs aus , und bei den Coordinaten des vierten Ran^ 
von den Coordinaten des dritte». Üebrigens ist das 
Verfahren bei der Berechnung der Coordinaten 
des zweiten, dritten und vierten Rangs ganz eins 
und dasselbe. 

§. 80. 

Um die erwähnten Coordinatendifferenzen zu finden, ist 
es zuerst erforderlich, die Azimut he der Dreiecksseiten 
zu bestimmen. 

Es stelle Fig. 20. einen Theil eines Dreiecksnetzes vom 
zweiten Rang vor, dessen sammtliche Winkel und Seiten 
bereits bekannt sind. Die Seite AG sey zugleich eine Seite 
des ersten Ranges; das Azimuth derselben, oder der Win- 
kel, welchen sie mit dem Meridian NS bildet, ist uns also 
ebenfalls gegeben, Den Winkel ABC findet man durch die 
Addition der Winkel ABG, GBH und HBC; ebMSo findet 
man den Winkel BCD durch die Addition der Winkel BCH 
und IICD, den Winkel CDE durch die Addition der Win- 
kel HDC und HDE n. s. f.; auf gleiche Weise aUe dbri- 
gen Winkel des Polygons ABCDEFG. 

Wenn ns den Meridian von B, n^s«' den Meridian voa 
C,'n^^s^^ den Meridian von D n. s. f. bezeichnet, so sind 
üe concaven Winkel BAN, CBn, DCn^ und die convexen 
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Winkel n^'DB, n'^'BF, n^^FO, n^GA die Azimuthe der 
Pmiete B, C, D, fi, F, G, A, indem wir, am ne^tive 
Winkel zu Vermeiden, die Azinmthe von Norden ans in der 
Riohttiffg Ost — Sdd -^ West — Nord bis za 400 Grad 
fortzfihlen. 

Die Werthe dieser Azimathe finden wir aus dem ge- 
gebenen Azimathe GAN nnd den Winkeln ABC, BCD, 
€DE, EFG, FGA, die wir der Kurze halber durch p'', 
p'", p^^ etc. bezeichnen woOen, sehr leicht durch folgende 
Betrachtung. 

Das Azimuth der Seite AB ist = GAN + BAO = a'. 

Das Azimuth der Seite BC ist =r dem convexen Win- 
kel sBC ^ (ABs + AB n). Es ist aber der convexe 
. Winkel sßC = dem concaven Winkel ABs + conv. W. 
ABC = a/ + conv. W. ABC =:a^+ p'^, daher das Azi^ 
mnth der Seite BC = a' + p^' — (ABs + AÖn) 
ss= a^ + p// — 2 SR = a''. 

Auf gleiche Weise finden wir das Azimuth der Seite 
CD = a'^ + p'^/ — 2 K == a'/^ 5 und durch Substitution des 
Werthes von «'^ folgt: 

a''' = a^ 4- p^^ + p' ' — 4 31. 

Das Azimuth der Seite ED ist = a^'^sa'/' + p'''— 2 58 
s= «/ + p'/ + p/// -f. p/^ — 6 31. 

Das Azimuth der Seite EF = a^=3 a' + p// + p^/^ 
+ f^ + V^— 8 SR u. s. f. 

Im Allgemeinen hat man: 

a» = <<' + p'' + p''^ + p« — (n — 1) 2 91. 

Die Azimuthe der Seiten HB, fiC, HD u. s. f. sind 
nunmehr ebenfalls sehr leicht zu finden. Es ist z. B. der 
Azimuth von HB =;= nBC — HBC s a// — HBC 
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S. 31. 

Um also die Azimuthe der Seiten eines Dmeeks«et9&es 
vom zweiten Rang za berechnen , stellt man die einzehea 
Dreiecke in eine beliebige Anzahl von Polygonen zosamrara, 
und zwar SO) dafs in jedem Pol>gon wenigstens tine Drein 
ecksseite des ersten, Rangs vorkommt 

Wir haben bei dieser Zasammenstellnng zu bedenken, 
dafs wir nicht für alle Seiten die Azimathe zu bestimmen 
brauchen , sondern nur für so viele , als wir zur Berechnung 
der Coordinaten derjenigen Dreieckspuncte zweiten Rangs , 
welche nicht zugleich Dreieckspuncte des ersten Rangs sind, 
nöthig haben. 

Ware uns z. B. das Dreiecksnetz (Fig. 21*3 gegeben , 
in welchem die fünf Dreiecksseiten des ersten Rangs rl, Id, 
rd, rc und cd vorkommen, und in welchem sämmtliche 
Winkel bekannt sind, so wurde man die sämmtlichen Drei-? 
ecke in folgende acht Polygone zusammenstellen: 

1) rpnml 5) crqs 

2) rol 6) ehr 
S) ril 7)cgd 
4)ldek 8)cdfz 

In jedem einzelnen Polygon werden die Azimuthe nach 
der obigen Formel a" =a/ + p'' +p'" + • • -P" — (n— 1) 2 3t 
berechnet. 

Um auch die Azimuthe der Seiten ac und cb zu bekom- 
men , so addiren wir zu dem Azimuth der Seite c f zuerst 
' den Winkel m und erhalten so das Azimuth von c b. Das 
Azimuth von a c erhalten wir durch Addition, des WinkeLsn 
n zu dem Azimuth von cb. ^) v 



*) Dieses letztere Verfahren fär die Auffindung der Azimuthe ist ubri-~ 
gens nicht so gut, als das gewöhnliche mittels Zusammenstellung 
der Dreiecke zu Polygonen , weil wir bei ihm weder die gemessenen 
Winkel noch auch die Coordinatendifferenzen corrigiren können. 
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$• 82' 

Da die Anzahl der Grade der innem Winkel eines n Eckes 
i= (n — 2) 2 9i seyn mofs, so wird, wenn nach der Zu- 
sammensteDung der Dreiecke za Polygonen dieses nicht statt 

findet, zum Behuf e der Correction der Winkel. — derFeh- 
' . n 

lersummc von jedem einzelnen Winkel subtrahirt, oder be- 

ziehong^sweise zu demselben addirt. Es fra^sich nun, wie 

man zu verfahren hat . wenn bei diesem — der Fehlersum- 

n 

meBruditheile vonSecnnden vorkommen. Zur Beantwortung 

dieser Frage diene folgendes Beispiel. 

Das Polyg(m sey ein Neuneck und die Summe der ge» 

messenen Winkel = 1897»,68',11'' 

(n — 2) 2 SR Ä 14000,00^,00'^ 

— 18970,68,11'' 

Fehlersumme = 2o,81'89'' 

1 5 

-^ der Fehlersumme ist also = 25'76" -g-. Auf jeden Win- 
kel kommen also 25',76^'. 

Anfserdem sind aber noch 5 Secunden übrig geblieben, 
welche eigentlich ebenfalls gleichmSfsig auf jeden einzelnen 
Winkel vertheilt werden mäfsten. Wenn wir also ganz 
genau verfahren wollten, so mtifste jeder Winkel einen Zu- 
satz von 25',76" -g^ erhalten. Um jedoch Bruehtheile von 

Secnnden zu vermeiden, so niiAmt man irgend fünf Winkel 
des Polygons und gibt jedem einen Zusatz von 25 ',77", den 
übrigen vier Winkeln aber nur 25',76". Auf diese Art be- 
wirken wir wenigstens , dafs die Summe der Polygonwinkel 
a= (n — 2) 2 31 wird. 

Bei der Azimuthberechnung ist /erner zu bemerken. 
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dafe, wenn die Snbtraetioii 46r VielfaebM von zwei Hech- 
ten nicht vorgenommen werden kann, man 400^ zu dem 
Minuendos zu addiren hat. Wenn dagegen delrRest gr$fser 
als 4 3t ist, so lärst man diese 4 3t ganz aofser Acht. 

S. 38. 
Beispiel. 

Es sey ans in Figor 22. ein Dreiecksnetz vom zweiten 
Rang gegeben, in welchem zugleich die beiden Dreiecke 
des ersten Rangs Altenborg — Marienzeil — Wilhelminen- 
hof und Hubertuskapelle --- Wilhelminenhof — MarienzeB 
vorkommen, deren Winkel, Seiten, Azimuthe und Coordi« 
aaten als bekannt angesehen werden können» Es sey 
die Ord.v. Wilhelminenhof =^14S28,20KI., die Abdc.=ft20S4,10 
V » Altenburg =14265,00 Kl.,» » =28429,40 

j> » 8t. Hubertuskap. =14284,50 Kl., » » =21658,80 
i » Marienzeil = 18722,77 Kl., » » =22042,68 

der Wink. : Wilhelm. — Marienz. — Hubert, sey = 42o,24',22" 
» » Marienz. — Hubert. —Wilhelm. » =78,17,85 
» » Hubert, — Wüh. —Mar. »=84,61,00 
» . Altenburg— Mar. — Wilh. » =88,17,19 
y, y, Mar. — Altenb. — Wilh. »=70,40,76 

» y, Mar. — WUh. —Altenb. »=91,40,81 

die Seite Marienzell — Hubertuskapelle = 640,5 Kl. ; 
» » Hubertusk.— Wilhelminenhof = 406,2 » 
» » Marienzeil — Wilhehninenhof = 602,0 » 



Marienzell — 


- Altenburg 


= 667,8 


WilheUn. - 


- Altenburg 


= 880,1 


Altenbnrg — 


• Johannisberg 


=i= 885,0 


Johannisb. — 


' Hauthaien 


= 894,7 


Hauthaien — 


• Marienzell 


= 177,8 


Marienzell — 


- Harlingen 

[ 


= 48r,8 
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die fiteüe HariingM -^ Hubertafik. ^ MW,t Kl. 

» :» HuberUisk.^ Mathildenburg = 239,8 » 

^ y MathOdenb.— Marienzell ==:: 584,8 » 

» » Marienzell — Mainau = 89458 » 

» » Bfarienzell — Rethy = 566,5 » 

das Azimuth der Seite Marienzell — Altenbiirg= 600,50^00'' 

3> » » » Hubertusk.—Marienzell= 8410,02^00'^ 

Zar Berechnunj^ der nöthigen Azimathe mögen in dem 
vorliegenden Dreiecksnetze die Figaren A (Altenbnrg — 
Johannisberg — Hauthaien — Marienzell); B (Marienzeil — 
Harlingen— Hubertuskapelle) und C (Hnbertuskapelle —Ma- 
thildenburg — Marienzell) dienen. Diese Berechnung wird 
auf folgende Weise bewerkstelligt. 
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itt A ut der Ueberschnfi» der gnnessenen Winkel filier 
(n — 2) 2 91, d. h. ober 4Ö0o_ i6//. Wem wir wegM 
dieses Uebersdrasses die erforderUche Correction an den 
Winkeln bei Altenbnrg, Johannisberg, Hauthalen and Ma- 
rienzell ai^ringen, so erhalten wir 

14<>,78',88", statt 14»,r8',87/' 

195«,(B',82" — 195«,02',86" 

68»,09',90" — 6S<>,09',94v 

187o,14'546" — 187«,14',49'' 

Der Ueberschofs in B betr%t l',Sl'' und die corrigirten 

Winkel sind daher: 

14<»,81'V82" 
158»,8»',68" 
27»,29'15f' - 
In C beträgt endlich der Ueberschufs 2',S6" and die corri- 
girten Winkel sind: 

69«,82',8(y' 
116<>,59',(»" 
28»,58',18'' 
Die Zahl 75«,28^,88'' in der vierten Colamne ist durch Addition 
des Azimathes 60*,50',00'' and des corrigirten Polygonwin- 
kels 14«,78',88'' entstanden. Ebenso die Zahl 270«,25',65'^ 
aas der Addition von 75<»,28',88'' und 195<>,02',82'S a. s. t 

S. 84. 
Wir gehen jetzt zur Berechnung der Coordinaten über« 
Es sey uns das Polygen ABCD'E (Fig. 28.} gegeben. 
DN sey der Meridian des Hanptortes (^Darmstadt3; Aa, aD 
seyen die Coordinaten des Ponctes Aj Hb, bD die Coordi- 
naten des Punctes B n. s. f., A sey ein Dreieckspunct des 
ersten Bangs; der concaye Winkel (i AB =a' sey dasAzi- 
muth der S^Mie AB, der concave Winkel CBE= a'^ das 

6 



Digitized by 



Googk 



Awstoth der Seite BC, der coovexe Wiükfd rCD'w a/'/ 
dus Aaimath der Seite CD', der convexe Wkikfi nO'Gsa'^ 
das Awuuth der Seite D^G imd endlich der oonmveWiidiel 
rEA = a^ das A^&iniutb der Seite EA. 

Sind uns nan die Werthe aller dieser Azimathe bekannt, 
und aufserdem die Coordinaten des Ponctes A, so finden wir 
die Coordinaten der Punete B, C, D' und K auf i^br em- 
fache Weise. 

Es ist nämlich die Ordiiiate von B :;[;3 Bb nis Aa + ^ B. 
Es ist aber ^B s=3 (AB) sin a/, idsb die Ordinate voa 
B = A a + S^ sin a', indem wir AB der Künie halber diir<^ 
S^ bezeichnen. Ebenso wollen wir auch die Seite BC durch 
S^S die Seite D'C durch S''^ die Seite D'E durch S'^ und 
die Seite EA durch S^ bezeichnen. 

Die Absoisse ven B~Db = Da 4- üb b Da 4*^ A#. 
= Da + S^ cos «'. 

Die Ordinate von C ist :«= Ce p= bB + Ce = Aa 
+ S' sin a' -f- S''' sin a^^ 

Die Abscisse von C ist =b9 cD »s Db + Be = Da + 
^ . coa <»' + S" • eos a^\ 

Die Ordinate des Punctes D' ist » D^d = Cc — D^r^ 
Da aber da» Azimuth «''' gröfser als S 9t ist , so ist S^^' 9in a^^^ 
negativ und = — D'y, also D'd = Cc + S''' sin «''' 
=s Aa + S' sin a^ + S'' sin a'^ + S'^^ sin a^'/. 

Die Abscisse des Punctes D^ ist = Dd=cD-|- yCs 
Da + S'' cos a' + S''' cos «'^ + S'" cos a"'. 

Die Ordinate des Punctes E ist» Ee = D'd — E^. 
Da das Azimuth a'^ gröfser ist als 2 fR , aber kleiner als S 91, 
so ist: S'^^sin afy= — E^, also Ee =5 D'd + S^'^sina^'^ 
SB Aa 4- S' sin a' + S^' sfai a** + S''' sin o"/ + S'^'sin a'^. 

Die Abscisse des Punctes E ist = De = Dd — D^^. 
Es ist aber S'^ cos a^^=3-:-D'a. Daher De «Da + S^cosa' 
+ S^' cos a// + S'^' cos a'^ + S^'' cos a^r, 
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Bie Ordinate des Punctes A ist = Aa = Ee + aA. 
Bas AziarnÜk a^ist grolser als 1 91 und kleiner als S 9t, da- 
her S^sin a^ss a A, also A^ :^a + S'sid a^ + S^^sin aß^ 
+ »^^ sin «^/' + S^'^ sin a'^ +^S'^sin a'^. 

Die Abscisse des Panetes A ist » Da s= De — Ea 
s Da H« iS^ cos a' + S^' cos a^' + S'^' ces aw + SK^eosa'^ 
+ S''. cos a'^. 

Ans den beiden Gleichungen : 

Aa ae Aa + S^ sin «^ + + S'' sin a'" 

Da 8 Da + tS^ cos a/ 4- . . • • + 8^ cos a^. 
firilgt: = S^ sin a/ +. . . 4. S'^sin a^" (1.) 

. SS S^ cos a' 4....4-.S^C0S a^ (2.) 

Die Werthe von S' sin a^, 8^^ sin a^^, Sr sin a" sind, wie 
wir gesehen haben, positiv. Wir wollen sie durch Ap', Ap^S 
Ap^ beseichnen. 

Die Werthe von 8^^^ sin a^/^ und S^^sin a'^ sind negativ. 
Wir wollen sie durch — Ap^^^ and — Ap^^ ansdräeken. 

Femer sind die Werthe von S^ cos a^, S^' cos a^^, 
9^'^ cos a/// positiv. Sie soU^ durch Am^, Am^^ Am^^ be- 
zeichnet werden. 

Die Werdie von 8'^ cos a'r^ S^cos ot dag^en sind 
n^^tiv. Wir wollen sie durch— Am^^ and— Am^Jiezeichnen* 

Snbstitoiren wir diese Werthe in die Gleichu^en (1.) 
and (2.) so folgt: 

=B Af^ 4- Ap^^ — Ap'// *- Ap/^ + Apr 
and = Am^ -f" Am^^ -^ Am'^' — Am'^ — AmT 

Es ist also in jedem Polygon die Summe der 
negativen Ordinatendifferenzen + Summe der 
positiven Ordinatendifferenzen s 0, und ebenso 
auch die Summe der negativen Abscissendiffe- 
re&zen + Summe der positiven Abscissendiffe- 
renzen = 0. 
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». 85. 

Dieser 8atz setzt uns in den Stand, mit den berechne'* 
ten Coordinatendifferenzen eine Correction vorzunehmen, 
welche auf folgende Art bewerkstelligt wird. Man summirt 
1) die positiven Ordinatendifferenzen, 2) die negativen Ordi- 
natendifferenzen, S) die positiven Abscissendifferenzen, 4) die 
negativen Abscissendifferenzen. Die Coordinatendifferenzen 
der Endpuncte der Dreiecksseite ersten Rangs, '*^) welche 
wir aY und aX nennen wollen, bleiben jedoch von dieser 
Addition ausgeschlossen. Man sieht nun , ob die Summe der 
positiven, oder die Summe der negativen Ordinatendifferen- 
zen gröfiser ist, und zieht die kleinere von der gröfseren ab. 
Ist das Erstere der Fall , so ist dieses ein Zeichen , dafs AY 
negativer Natur ist. Ist das Zweite der Fall, so erkennt 
man hierdurch, dafs AY positiv ist. Der absolute 
Werth des Restes, welcher nach der Subtraction übrig 
bleibt, und welchen wir D nennen wollen, mufste eigentlich 
dem absoluten Werthe von AY gleich seyn. Dieses ist jedoch 
gewöhnlich nicht der Fall. Wir nehmen hier zuvörderst an, D 
sey positiv und gröfser als AY, und es sey D— AY = + a, 
welches in ZoHen ausgedrückt ist. Es fragt sich nun, wie wir 
zn verfahren haben, um D gleich grofs zu machen mit AY, 
unter der Voraussetzung, dafs wir letzteres ungeändert las- 
sen, weil angenommen werden mufs, dafs diese Zahl rich- 
tig und blofe in den übrigen Ordinatendifferenzen gefehlt 
worden sey. 

Offenbar müssen wir sämmtliche positive Ordinatendif- 



*) Die ZaiammensteUang der Dreiecke sweiten Rangs zu Pulygonen nrnr«, 
wie ■clioii oben bemerkt worden ist, immer so vorgenommen wer^ 
den, dafs in jedem Polygon wenigstens eine DreieckMeite ersten 
Rangs vorkommt 
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ferenzen um die Zahl — verkleinern fwo n die Anzahl der 
n ^ 

positiven nnd negativen Ap bedeutet^ und sämmtliche nega- 

a * 
tJve Or^BatendüTerenzen um die Zahl — vergrößern, wobei 

jedoch AY umgeändert bleibt. Hierdorch wird D — AY = o« 

Ist D< AY, so müssen wir die positiven Ordinatendif- 
ferenzen vergröfsem, und die negativen verkleinern. 

Gerade so ist das Verfahren , wenn die Summe der ne- 
gi^ven Ordinaten gröfser ist, als die Summe der positiven 
und gerade so das Verfahren bei der Correction der Abacis- 
sendiiferenzen. 

S- 86- 
Die Berechnung der Coordinatendifferenzen, die. Cor- 
rection derselben und die Berechnung der Coordinaten selbst 
gestaltet sich auf folgende Art. 
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Biese Formularien siiid for sich klar mud bedürfen kei- 
n^ weiteren Eirörtening. Nur eii^ einzige BemerkuQgniögiB 
bier ilire Stelle iGnden. Bei der Addition von Ap zd dem 
vorhergehenden p and ebenso bei der Addition von Am zu 
dem vorhergehenden m müssen die corrigirt&n Werthe 
von Ap and Am, welche sich aaf der rechten Seite des 
lotsten Formalars (S. 88.) befinden, genommen werden. Um z. B. 
die Ordinate von Johannisberg za bekommen, addirtman za 
der Zahl 1426$/)0 nicht die Gröfee — 856,20, welche sich 
nnmittelbar darüber befindet, sondern die Gröfee — 856,11. 

$• 87. . 
. Wie schon früher bemerkt worden, mors jeder Drei- 
eckspanct ersten Rangs auch zugleich Dreieckspunct zweiten 
Rangs se]rn, jeder Dreieckspunct zweiten Rangs auch zU"* 
gleich Dreieckspunct dritten Rangs u. s. f. Keineswegs 
werden aber in einem Dreiecksnetze zweiten Rangs auch 
immer solche Seiten vorkommen, welche zugleich Sei- 
ten ersten Rangs .wären. In einem solchen FaUe verfahren 
wir auf folgende Art. Wir geben irgend einer Dreiecksseite 
zweiten Rangs eine willkührliche Gröfee, und berechnen mit 
dieser Basis alle anderen Seiten des Netzes. Dann stellen 
wir die Dreiecke zu Polygonen zusammen, und berechnen 
die Coordinatendifferenzen für die Puncto, welche nicht zu- 
gleich Puncto des ersten Rangs sind. Nehmen wir bei die- 
sen Coordinatendifferenzen den Unterschied zwischen der 
Summe der positiven und der Summe der negativen Ordina- 
tendifferenzen, so erhalten wir die Ordinatendifferenz der 
Puncto of in Fig. 24. (wo wir durch okp, kpl, plq, Iqf 
Dreiecke des zweiten Rangs nnd durch of eine Dreiecksseite 

des ersten Rangs vorstellen^)} in dem willkührlich ange- 

* .1 11 

*) Es wird übrigens TorausgeBetzt , dafs aafser den Goordinaten toh o , 
und f auch die Winkel m, n, a, b bekannt leyen« 
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Maafse. Auf ähnliche Weise «arkfdten wir aneu 
die AbseissendilTereiiz [dieBer Poncte in dem nämlichen 
IlMfse. 

Nemien wir die wahre AhidssendiffereBfe der Puicle 
of &5 A X, die ftJsche sas aX', die wahre Ordinatendif)^« 
i«nz sa aY, die faCsche sd aY^ Die wahren Coordhiaten-» 
darereneen eines der übrigen Poncte drficken ^Hr durch 
Ax, Ay aus, die falschen dmrcb Ax^ and Ay^- üVtr ba^ 
ben dann die Proportion: 

AX':AX) 

AY':AY5 = ^*'^^* = ^y'^^y 



(leg aX^ — log AX> + (log AY^ ~ log AY) 

= leg Ax' — • log Ax = log Ay' — log Ay 

Setzen wir das durch 2 dividirte Glied dieser Gleichung =0, 
so ist 

^ log Ax = log Ax' — C 
log Ay = log Ay' — C 

Hat man auf diese Weise die wahren Werthe sämmt- 
licber Ay and Ax gefanden, so wird die oben (§. 35.) dar- 
gestellte Correction der Coordinatendifferenzen vorgenom- 
men, nnd endlich werden die Coordinaten selbst (^darch 
Addition der Coordinatendifferenzen za den „vorhergehenden" 
Coordinaten) berechnet. 
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/Sechster Absehnitt. 

Von der Gemarkangs- und Parzellen- 
vermessung. 



$.88. 

JVie Seiten des Uttitags der Gemarkmigen werden mit dem 
Distanzmesser ([Distanzlatte} bestimmt, oder mit Klafter- 
fltfben gemessen. Die Winkel der Genarkmigsgrfinzen 
werden imt d^sm Theodoliten beotuiclitet. 

2iir Erleiehterang der Parzellenmessong wird sodann 
jede Gemaritui^^ in Fluren von 200 bis 800 Morgen eiqge- 
theilt , und bei der H essoi^ der Umf angsseiten md Umfangs- 
Winkel dkaer Floren gerade so wie bei! äet Aofinalune der 
Gmuniunigsgränzen verfahren. 

Um Yerschiebimgen , welche leicht doreh all zn knifee 
Um&iigSBeiten entstehen konnten, za vermeide, darf }e^ 
dodi bei diesen Umfangsmessnngen keine Seite angenommen 
werden, wdehe kleiner als 80 Klafter ist^ kommen klei- 
nere Seiten vor, so müssen sie nberspmngen werden. Wenn 
wir &B. in Fig. 25. durch ee^, e^e^S ^^e^^S e^'^d solche 
Ueine Uwfangsseiten vorstellen, so wird man in diesem 
Falle blolis die Entfiemong vm e nach d messen. 

Zun Behnfe der Coordinatenberednmng d«r Gemar- 
kmigs- und Flnramfangspnncte werden die Floren in Pofy- 
gone eingetbeilt, wovon sich ein jedes an eine oder mehrere 
Dreieftflseiten dritten Hangs anscUielflt. 
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Um auch die Coordinaten der ttbers^pmiigenen PuBCte 
bestimmen za können, müsse» übrigens die Winkel egef, 
ege'S ege'^' und die Linien eg, e'g, e''g etc. gemessN^ 
werden. 

Es stelle aeg ein Dreieck des dritten Rangs vor, und 
eA sey uns also das Azimnth der iSmte ag bekannt "^3 Wir 
finden daher in dem Polygone abcdeg die Azimuthe iet 
Seiten ab, bc, cd, ed, eg auf dem nämlichen We|pe, 
den wir bei der Berechnung der Azimnäie der Drdeckssei- 
ten zweiten etc. Rangs einzuschlagen haben. 

Die Azimuthe der Seiten e^g, &^ g u. s. w. finden wir 3 
indem wir nacheinander die Winkel ege^ ege^' etc. za 
d^n Azimuth von eg addiren. 

Haben wir auf diese Art die Azimuthe aBer Polygon-- 
Seiten gefunden , so können wir, da auch die Langen dieser 
Seiten bekannt sind , die Coordinatendifferenzen der Poly- 
gonpuncte berechnen. Bei der Correction dieser Coor- 
dinatendifferenzen wird ganz wie bei der Correction der 
Coordinatendifferenzen der Dreieckspuncte verfahren. Nur 
folgender Unterschied findet hierbei statt. Da die Umfangs- 
Seiten der Gemarkungen und Fluren mit Klafterstaben ge- 
nessen werden, so kann man annehmen, dafs je länger eine 
dieser Polygonseiten ist, auch ein um so gröfserer Fehler 
bei der Messung derselben begangen wurde. Da nun die Co- 
ordinatendifferenzen von der Länge der Seiten abhän^g 
sind, so schlagt man bei der Vertheilung des Fehlers a 
(s. den $. 35.3 auf die einzelnen Coordinatendifferenzen am 
besten folgendes Verfahren ein. 

Wir sagen, die in Zollen ausgedruckte Summe sämmt- 



*) Denn ehe die FlurTermeMung begonnen wird, miifs die Coordina- 
tenberechnang der Dreiecksponcte roUendet seyn. 
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jieh^ Ordiiiftteiiältereiizeii [wobei wir ancli die* negativen 
als positiv ansehen} verhSIt sich zu a, wie 10000 zu den 
ISesMliten« Durch diese Proportion iGnden wir, um wie viel 
eine« OrdinatendiiTerenz von 10000 Zollen vergröfsert , oder 
beziehungsweise verkldnert werden mufs; und wir können 
Min leicht sehen, um wie viel jede der Ceordinatendifferen- 
nen vermehrt oder vermindert werden mnfs^ um die erforderli- 
che Gleichstellung der Zahlen D und aY zu (§.85.) bewirken. 

Bei c(er Berechnung der Coordinaten selbst dienen die 
Coerdinaten der Dreieckspuncte als ,, vorhergehende" 
Coordinaten. 

Von jeder Fhir wird eine genaue Gräüzkarte im Maas- 
stab von -jTT^ der natürlichen Länge mit Hülfe der Co- 
ordinaten aufgetragen* In diese Flurkarten müssen alle 
Wege, Bäche y Gräben n. s. w. dem Augenmaafs nach einge- 
tragen werden. Sämmtliche Fluren einer Gemarkung wer<- 

den in einer Uebersichtskarte im Maafsstab von söoon 

der naturlichen Länge auf einem Blatte zusammengestellt 
Eine zweite Uebersichtskarte für jeden Steuer- 

Jiezirk whrd im Maafsstab von -i/yi/wv der natürliche 

Länge entworfen. Die Coordinaten werden bei der Entwer- 
fung aller dieser Karten als grade, sich rechtwinklig durchs 
sehneidende Linien behandelt. 

$. 89. 

Bs bleibt uns noch fibrig darzustellen ^ wie man aus den 
g^undenen Coordinaten der Flurumfangspuncte die Flä- 
cheninhalte der "Fluren berechnen kann. Sehen wir zu 
diesem Zwecke das Polygon ABCD^E (Fig. 28.) als eine 
solche Flur an. 
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Beseichiien wir in-d^Eselbea die AkßfiB9m Dd^.B«^ 
Da, Db, De durch x', x^/, x'^S x^, x^ , die OrdiMteD 
dD', Ee, Aa, Bb, Ce durch y', y^ y'^ y^^ y^. Durch 
diese Coordinaten werdeirdie fttof ParalleltrapezieQ D^fied, 
Ee Aa, B A ba, CB cb, D^C de jB^ebadet, in wekhen dte 
parallden Seiten y', y^^^ y^^^ .... und die senkredilen Ent«* 
femuqgen dieser Seiten, de, ea, ab, bc, dcs»([x'^'— x/^^y 
Q^w _ x//) j (yJ^— x'^/) .... bekannt sind* 

Ans dem blofsen Anblick der Figor ersieht man^an, 
dals der Flächengehalt F des Polygcms D'EABCssi^t den 
Trapezien AaBb, BbCc, CcD'd weniger den l^ai^eaiai 
D^Ede,AEea. 

Der eine Factor zur Berechnung dieser beiden letzten 
Trapezien , nämlich (x^^— xO , (x^^^— x^O ^^ ^' schon ne« 
gativ ; folglieh ergeben sich die Zeichen der einzelnen FIX- 
chengehalte von selbst, und man kann dlgemein sagen: 

f ^ y + r) (I« _ I,) + (y"+r? q^«, _ ^„j 

oder: 

a F = cy' + y") (x'' — xo + cy' + yw) (x^ — x?^/> 

-+ (Jin + ylV) (xIV _ x///) + (ylV ^. yV J (xV „ x^O 

+ (y^ + yo (x'-xv). 

Wird die Multiplication ausgefiihrt so erhält man : 

^ 2 F = x'^y'*+ y'^x^' — y'x' — x'y' 

4- x'^y'' + yiiijj'f x"y" x"y"' 

+ x'^y''^ + x*^y^^ ^utyi4i x^'^y*^ 

+ x^y^^ + x^y^ x'^y^^ x'^y^ 

+ x'y^ + x'y' — x^y^ — x^y 
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worin die vertteiten BaSken der nittiereii GHfedcr f^tk nd 
eatgegeagcHtat sind , nnd sich folglich gegen einander mf« 
heben. 

Ordnet map die übrigen Glieder einmal nach x and ein- 
mal naeh y, so ergeben sieh folgende sehr einfache Ans- 
drfieke für die Bereehnnng des FUchengehattes aas Coordl- 
naien, BAmtich: 

2 F = (y' — y^''3 x^^ + (y'' — y^^ x^'' 
+ (y/// _ yv) x^v + (yiv _ y.) xv 

+ (yV_y/Qx' 

ond 

2 F = (x^/' — xQ y^r + 0^^ — x'O y^'' 

+ (x7—x^^o y'"" + C*' — x'O y^ 
+ (x'-xv)r. 

In Besiebong auf den fünften Pnnct kann man den er* 
stm auch den sechsten and den zweite» aach den siebenten 
nennen , anter welcher Voraassetsong man im Allgemeinen 
erhält: 

1) » F =3 (y — y^'O x'^ + O" — y*0 X'" 

+ (y/// _ yv) ^iv ^ + Cy"— y**'0 »"*' 

oder 

8) 2 F =3 Cx'" — x'3 y'' + (x^^ — x'O y'". 

+ Qxy — X'") x^v +.•.. (x»"*-» — x»3 y»-^' 

Zar Controle der Rechnong, bei der man sich zor Ab- 
kirzo^g der Arbeit der Crelle'schen Maltiplicationstafeln be- 
dienen kann, berechnet man den FUchengehalt der Flaren' 
am besten zweimal ond zwar einmal nach der Formel (1.) 
ond das aoderemal nadi der Formel (2.). Beide Resultate 
mässen gleich seyn, wenn richtig gerechnet worden ist 

Aas der Snmmimng der FUehengehalte der einzelnen 
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floren ergibt sieh endlich der FHchieimihalt der gmasm 
Gmusdinng. 

«. 40. 

Zum Behnfe der Parzellenmessuns werden die 
Floren in schickliche , aus mehreren Gewannen bestehende 
Unterabtheilangen zerlegt, deren Umfangswinkel and Um- 
fangsseiten genau vermessen , und mit den in der Nähe lie- 
genden Dreieckspuncten vierten Rangs in Verbindung ge- 
setzt werden müssen. 

Von den Gränzpnncten dieser Unterabtheilungen aus 
werden sodann die übrigen Gewannpuncte im Innern durch 
Richtung und Entfernung bestimmt. 

Die Conturen der Gewanne dienen als Grundlage dar 
Parzellenvermessung. Bei derselben müssen daher die Breir 
ten der einzelnen Grundstücke auf den Gewannumfün- 
gen mit Genauigkeit gemessen, und alle diejenigen Pnncte 
im Innern durch Kreuzscheibe und Mefsstange bestimmt 
werden, welche sich nur auf einzelne Parzellen beziehen, 
z. B. wenn einzelne Grundstücke in der Mitte quer durch- 
gethellt sind, u. dgl. Sind die Grundstücke gekrümmt, 
so ist es in der Regel am besten, dieselben durch quer 
durchgezogene Linien in solche Stücke zu zerlegen , welche 
als gradlinig betrachtet werden können. Die durchgezoge- 
nen Linien werden mit den Gewannumfängen in Verbindung 
gesetzt, and die Breiten der Grundstücke werden auf die- 
sen Linien mit derselben Genauigkeit gemessen, wie aaf 
den Gewannamfängen. 

■ Ist die Aufnahme der Gewanne im Innern der Flur be- 
dingt, so wird die Berechnung der Coordinaten der Ge- 
wannumfangspuncte vorgenommen, und hierbei nach den 
bekannten Regeln verfahren. Die Coordinate der Dreiecks- 
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imiiete vierten Bmg$ dienen als „vorfaei^ehrade'' Ooordi- 
naten. Die Gewann- ond Parzellenkarten erUOt man da- 
durch, dafs man den Umfang jeder Gewann mit Hälfe 

der Coordinaten in dem Maafsstabe von -jKQfr der na- 

tärliclien Lange aufträgt, and sodann die Parzellen nack 
Haafsgabe ihrer gemessenen Breite einzeichnet 

Die Berechnung des luhaltes der Gewanne wird gans 
auf dieselbe Weise bewirkt , wie die Berechnung des In- 
haltes der Fluren. Diese Berechnung der Inhalte mnfs daher 
nach den schon oben §• 89. gefundenen Formeln 

8 F = (y — y'/'3 x'/ + • + Cy*— y""*"0 x»-^- 

und 
2 F = (x'^' — xQ y'' + + (x» -*- • — X" ) y"-*- ■ 

doppelt geführt werden, und ihre Ergebnisse müssen mit den 
bekannten Inhalten der Fluren vollständig übereinstimmen. 

Die Berechnung des Inhaltes aus den Coordinaten nach 
obiger Vorschrift ist indessen blofs für die Hauptpuncte 
des Umfangs erforderlich, während die allenfallsigen klei- 
nen Krümmungen, welche besonders mit Kreuzscheibe 
und Mefstange gemessen worden sind, aus den auf dem 
Felde gefundenen Dimensionen berechnet, und zu den Inhal- 
ten aus den Coordinaten algebraii^ch addirt werden können. 

Da von den einzelnen Parzellen immer zwei Seiten, 
durch unmittelbare Messung auf dem Felde, bekannt sind, 
so findet man den Flächeninhalt jeder Parzelle auf folgende 
Art. Es sey (Fig. 26.) bc de eine Parzelle und bc, de 
die gemessenen Seiten. Man denke sich die Parzelle auf der 
Gewannkarte in zwei Dreiecke (dbc und cde) getheilt, und 
messe sodann mit Hilfe einer eingetheilten Glastafel die recht- 
winkligen Entfernungen der Spitzen c und d von den verlän- 

7 
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l^erteit Gmadliniai df nnd sc Der Inhalt der Paradle ist 
nun = (»>c)(«<» + (cOCd«>) 

Die Inhalte der einzelnen Parzellen jeder Gewann wer- 
den hierauf addirt, und die Summe mit dem aus den Co- 
ordinaten berechneten Inhalte der Gewann verglichen. 
Die Differenz beider Resultate, welche nur sehr unbedeutend 
seyn darf, wird auf die einzelnen Parzellen vertheilt, so dafs 
nunmehr die Flächengehalte der letzteren mit dem FlSchen- 
gehalte der Gewanne und Fluren vollständig übereinstimmen. 
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Siebenter Abschnitt 
Von den Höhenmessnn^en. 

Erstes CapiteL 
Van der Böhenmessung mit dem Barometer. 

$. 41. 

Jos deyen in der Atmosphäre zwei Pancte gegeben , deren 
Höhenunterschiede bestimmt werden soDen. Es fragt sich, 
wie wir hierbei zu verfahren haben. 

Bemerken wir zuvörderst, dafs, wenn eine Masse Luft 
im Gleichgewicht ist, alle Theile einer und derselben hori- 
zontalen Schichte, einen gleichmäfeigen Druck erleiden, und 
däßi das Barometer, als der Maafsstab dieses Druckes, in 
der ganzen Schichte auf derselben Höhe bleiben wird. Bei 
den Höhenmessungen mit dem Barometer kommt es also nicht 
darauf an , an welchem Orte einer und derselben Luftschichte 
die Beobachtungen gemacht werden. Der Einfachheit halber 
stellen wir uns daher vor, die beiden Puncte, deren Höhen- 
differenz bestimmt werden soll , lägen senkrecht übereinan- 
der , und seyen durch eine Luftsäule mit einander verbunden. 
Nehmen wir zuerst an, die Luft habe Null Grad Tempera- 
tur, sey gänzlich trocken, und habe in allen ihren Theilen 
gleiche Schwerkraft, nämlich diejenige, welche auf der 
Meeresfläehe unter 45<> Breite statt findet. 

Diefs vorausgesetzt sey 
^ ^ Länge der Luftsäule, oder die gesuchte Höhendifferenz. 
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H = Höhe des Qaecksilbers iip Barometer auf der untere 

Station, 
h = Höhe des Qaecksilbers im Barometer auf der oberen 

Station. 
T = Temperatur des Qaecksilbers im Barometer aaf der 

unteren Station. 
T' = Temperatur des Quecksilbers im Barometer auf der 

oberen Station, 
t == Temperatur der Luft auf der unteren Station. 
V = Temperatur der Luft auf der oberen Station. 
P =5 spec. Gewicht des Qaecksilbers von 0^ Grad Temp. 

0= 13,599 nach Biot und A rag 0.3 
p = spec. Gew. des Quecksilbers im Barometer auf der 

unteren Station, 
p/ =: spec. Gew. des Quecks. im Barom. auf der oberen 

Station. 
Q z=: spec. Gew. oder Dichte c(er trocknen Luft im 45. Grad 

der Breite mit 0^ Temp. und einem Barometerstand 

= 0,76 Met. = 30,4 darmstädter Zoll. Nach Biot und 

Arago ist Q = 0,0012992511. 
q s= Dichtheit oder spec. Gew. der Luft an der unteren 

Station, 
q^ = Dichtheit oder spec. Gew. der Luft an der oberen 

Station. 

$. 42. 
Das Gewicht der Quecksilbersäule eines Barometers ist 
eben so grofe, wie das einer Luftsäule von demselben Durch- 
messer, welche sich senkrecht von dem Instrument bis an 
die obere Gränze der Atmosphäre erhebt. Nun ist aber das 
absolute Gewicht des Quecksilbers im Barometer auf der un- 
teren Station =s pH, indem wir die Grundfläche der Queck- 
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«iHiersättle = 1 setzen*); denselben Werth wird also auch 
das Cfewicht der entsprechenden Luftsäule besitzen. Ebenso 
wird das absolute Gewicht der Luftsäule, welche sich auf 
der oberen Station erhebt , = p' h seyn. Die Luftsäule zwi-i 
sehen den beiden Stationen ist aber weiter Nichts, als die 
Differenz zwischen den beiden atmosphärischen Säulen, und 
das absolute Gewicht dieser Differenz ist offenbar = pH— p^h, 
Denken wir ims nun die Luft in lauter unendlich dünne Schich- 
ten zertheOt , so ist das Gewicht derjenigen , welche sich 
auf der oberen Station , d. h. in einer Höhe = x befindet , 
= dem Volumen (1 . dx) multiplicirt durch das spec. Gewicht q^ 
also =s q^dx , und das Gewicht der ganzen Säule =/q' dx. 
Man hat demnach: 

/q'.dx = pH — p'h 

Dft nach dem Mariottischen Gesetze die Dichtheit der Luft 
der zusammenpressenden Kraft proportional ist, so ist ferner: 

q : q/ s= pH : p'h 
Den Werth von p'h in die obige Gleichung substituirt gibt: 

/q'dx = pH^^ .q' 
Hieraus folgt durch Differentiation : 

q^dx = — -^ — dq' oder dx = £ — . -3— 

Das Integral hiervon ist: 

X = 25L . log nat q -f C 



*) Das absolute Gewicht eines Gegenstandes ist = Cabikinhalt dieses 
Geg^istandes multiplicirt mit dem specifischen Gewichte desselben. 
Der Cubikinhalt der Quecksilbersäule ist aber := der Grundfläche 
derselben multiplicirt mit ihrer Höbe.^ 
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Die Constante C bestimint mmt durch die Betraohtiu^ , 
dafe fSr xs=o q' =s qiat. Die Gleichung vnrd daher t 

X = -^ Qog nat q — log nat q) ?= -^ log nat JL 

pH , . pH 

. = JL_ log „at ^ 

(nach der obig^en Proportion ^ : q^ = pH : p^h). EbeiiBO 
hat man auch pH : q = P . 0,76 : Q oder ^ = ZiM? 
Blithin: 

x = 0,76^1^ log nat -^^^5- 

Der constante CoefScient ^0,76 -jr-j ist weiter Nichts, als 

die Lange einer Quecksilbersäule v^on 0,76 Meter, vergrös- 
sert in dem Verhältnisse von Q zu P, d. h. im Verhältnisse 
der Dichtheit der Luft zu der Dichtheit des Quecksilbers , 
er repräsentirt also offenbar die Höhe einer Luftsäule, deren 
Dichtheit durchaus s Q und deren Gewicht = 0,76 Meter 
Quecksilber, und ist also auch gleich dem Gewicht einer von 
der Meeresfläche an gerechneten Luftsäule, weil 0,76 Meter 
die Hohe des Barometers am Spiegel des Meeres ist. Also : 

P 

der constante Coefficient 0,76 -7^ ist nichts An- 

« ' U 

deres als die Höhe der Atmosphäre, unter der 

Annahme, dafs die Temperatur der Luft = 0<^ ist, 

und dafs sie in allen ihren Theilen eine solche 

Dichtheit besitzt, wie an der Oberfläche des 

Meeres. 

Die durch die Integration entstandenen Logarithmen der 

Formel sind s. g. naturliche oder hyperbolische. Da aber 

log nat X = -Sff-^ff?.J^ (wo m den Modulus des Brig- 



m 
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giscben Systenis.ac 0,484394$ bedeutet), so köoBeu wir auch, 
wenn wir den natürlichen Logarithmen einer Zahl aufsuchen 
wollen , aber keine Tafeln der natürlichen Logarithmen be- 
sitzen, den Briggischen Logarithmen der Zahl aufsuchen, 
müssen aber denselben durch m dividiren. Substituiren wir 
dann statt P und Q ihre von Biot und Ar ago gefundenen 
Zahlen werthß, so hat man 

X =3 18317 log . -^ *) 

S. 48. 
Nach dem Vorhergehenden drückt der Werth von x die 
Lange einer Luftsäule aus , an deren beiden Endpuncten die 
Pressungen pH und p'h statt finden, und deren Temperatur 
durchaus =0^^ ist. Wenn sich aber diese Temperatur lindert, 
so wird sich auch die Lfinge der Luftsüule ändern. Denn 
wenn sich der Wärmestoff vermehrt, so dehnt sich die Luft 
aus, vermindert er sich, so zieht sich letztere zusammen; 
und wahrend dieser Aenderungen in der Lange der Säule, er- 
leiden die an ihren Endpuncten befestigten Barometer keine 
Aenderungen, weil die Luftmassen, welche von diesen End- 
puncten getragen werden, vor wie nach dieselben bleiben, 
obgleich sich die Entfernung beider Instrumente von einan- 
der vergröfsert oder resp. vermindert. Denselben Barometer- 



') Denn es ist:. 

log (P = 18,599) = 1,1985070 

log 0,76 Met. = 9,8808186 

y , compL log (Q=s 0,0012992511) == 2,8868074 
. compl. log (m = 0,4842945) s= 0,8622157 



Daher 0,76 



log 0,76.^ 


= 4.2628487 


q.n.-''^'' 


. 
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ständen können alfio verschiedene Wertlie von x eonre- 
spondiren. 

Gay-Lnssac fand, dafs dasVolnmen einer Luftmasse, 
die wir bei 0« Temperatar = 1 setzen, sich bei jeder Tem- 
peratorerhöhangvon 1 Grad Gel sins am 0,008T5 ver^^öfsert. 
Wenn also die Län^e x der Lnftsänle fnr 0^ Temp. durch die 
Gleichung gegeben ist, so erhalt man die Lange von x 
für jeden andern Grad (*«) der Temperatur, wenn man den 
Werth jener Länge mit (1 + 003T5 a) multiplicirt. — Es ist 
also erforderlich , den mittleren Temperatargrad der ganzen 
Saale zu kennen. Um diesen zu finden, mnfs uns bekannt 
seyn : 1) Die Temperatur der beiden äufsersten Puncte der 
Säule. 2) Das Gesetz, nach welchem die Temperatur sich 
von einem Puncte zum andern vermindert. Dieses Gesetz ist 
aber bis jetzt noch nicht ermittelt worden. Naherungsweise 
setzen wir daher a pder die mittlere Temperatur der Säule 
_ t -f t^ 



S;. 44. 

Die Wirkung der Wärme auf das Quecksilber kann 
ebenfalls nicht unberücksichtigt bleiben. 

Das Quecksilber ist nämlich an der obern Station kälter 
als an der untern, der Druck oben ist demnach mit einem 
lüeineren Maafsstabe gemessen , als der Druck unten. Daher, 
i^t folgende Correction nöthig. - 

Wenn T die Temperatur des Quecksilbers unten, T^ 

die Temperatur des Quecksilbers oben bezeichnet, so 

ist nach den Versuchen von Lavoisier und Laplace 

die Ausdehnung des Quecksilbers auf der unteren Sta- 

T 
tion = 1 + g.^a 9 Auf d^f oberen Station dagegen 
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= 1 + g^j2 9 ^^ * ^^"^ Baum bezeichnet, welchen das 

Queckiäilber bei 0^ Temp. einnhnmt Es verhält sich aber 
dieser Ranm für die Ansdehnnng des Quecksilbers bei 0^ zu 

der Ausdehnung desselben bei T Grad yl + g^^ \ wie 

das spec. Gewicht des Quecksilbers bei T Grad zu dem 
spec. Gew. des Quecksilbers bei Null Grad Temp., welches 
Alles für die untere Station gilt Oder: 





1 : 1 


1 T - 


P 


V, 




+ 5412 — 


daher 


Vh ••■■" 


P 






P — 


T 

*+ 6412 






Für die ob^re Station haben wir 


ebenso; 




p/ = 


P 








*+ 6412 






daher 










_L. 




P 


P 




P' 


1 -L 


T 




T/-- 



T' 

1 + 



5412 



1 + 



6412 ^ 5412 * ^ 5412 

Diesem letzteren Ausdrucke kann man auch eine andere Ge- 
stalt geben, wenn man Zahler und Nenner durch 

T/ 

1 + -5TT2 dividirt. Dadurch erhalten wir: 
Fähren wir im Nenner die angedeutete Division aus: 
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5412 +T' 
T— T' 

T— T'4 


5412 

TT' T'^ 

' 5412 


(5412)» ^ ■ 
TT" T' 


(5412)» 


— 


TT' T'^ 

5412 

TT' T'* 


S 




5412 


(5412)> 

^ TT'»— T'' 


- U. s. w. 



• (5412)^ 

Alle Theilsätze des Qaofienten, welche aafdeu zweiten fol* 
gen , können wegen ihrer Kleinheit vernachlässigt werden. 
Der Aasdruck 

T/ 
1 + — — 

^ = ^^ hat also jelat die Gestalt: j_^^ 



1 + RiW- > 1 + 



5412 *^ 5412 

Es ist demnach : 

^«« -fi/r = log H - log h - log (l + -^=i|^) 

(T T' \ 
1 H Kli2 — ) ^^^^ ^^ bekannten 

Formel: 

log Cl + «) = m (u- ^+ |.-. »P +...) 
so erhält man näherongsweise : 

•»«0+^611?^) = '» (^sirf^--) 

Es ist ferner , wenn wir durch e die Basis des natürli- 
chen Logarithmensystems, durch a die Basis eines beliebi- 
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gen andern Systems, und durch S den log. nat von a be- 
zeichnen, 

a = e^ ; a« = e; -o- -- Modolus = m; a» = e; 

m log a = log e 5 also m = -7^ — , oder, da log a = 1 , 

log a 

M. 

SO ist m =s log e . (Der Modolus eines Lpgarithmensystems 
ist also = dem in diesem Syjsteme aufgesuchten Logarith- 
men von e.3- Daher: 

'•«0+-^5f-) = (4i^)cT-To 

/ _l1v • 

Entwickelt man e^^'* nach der Vormel 



80 erhält man nähemngsweise : 
Daher 

= N0 + -6TO-)][T-T'] 

= 0,000080 (T — T'). 

Wir erhalten nach diesen Betrachtangen feigenden 
Werth von x:' 

xs=18817Jl+0,003T5^i^h!<)gH-I()gh— 0,00008(T— T')| 
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». 45. 

Wir haben die Laft bisher als gänzlich trocken ange- 
nommen ; allein in ihrem gewöhnlichen Zustande ist sie stets 
mit einer gröfeeren oder kleineren Menge von Wasserdun« 
sten vermischt, welche zwar ein geringeres Gewicht, aber 
eine gleiche Elasticitüt wie die Luft besitzen, und dazr 
beitragen, die Dichtheit der letzteren zu vermindern. An 
der Länge x der Luftsäule mufs daher eine weitere Correction 
wegen dieser Wasserdänste angebracht werden. Diese Länge 
mufs nämlich in dem Verhältnisse vergröfsert werden , als 
sich die Dichtheit der Luft durch die Wasserdänste vermin- 
dert. Wenn also A diese Verminderung ausdruckt, so mnfe 
X noch mit 1 + A multiplicirt werden. 

Um bei einer Luftmasse von kleinem Volumen die Menge 
der darin enthaltenen Wasserdünste und also den Werth von 
A kennen zu lernen, reicht es hin, den Stand des Hygro- 
meters und Thermometers in dieser Luftmasse zu beobachten. 
Allein dieses Mittel ist bei einer hohen atmosphärischen Säule 
nicht mehr anwendbar; und da aufserdem die durch die An- 
wesenheit der Dunste bewirkte Abnahme der Dichtheit sehr 
vielen Unregelmäfsigkeiten unterworfen ist, so wird man 
also keine genaue Formel für die hygrometrische Correction 
auffinden können, und wird sich mit einer mittleren Correction 
begnügen müssen. Suchen wir also diejenige , welche dem 
gewöhnlichen Zustande der Atmosphäre in unseren Clima- 
ten entspricht. 

Die durch die Wasserdünste bewirkte Verminderung 
der Dichtheit der Luft übersteigt in der unteren Luftregion 
selten 0,006 bis 0,007, und beträgt niemals weniger als 0,002, 
wenn wir die Zeiten ausnehmen, wo der Thermometer O"" 
oder noch weniger zeigt. Bei einer solchen Temperatur 
pflegt man aber auch keine Höhe zu beobachten. Die mittlere 
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Vermmdaaiiig^wird also =30,004 seyn : sie hat wirklieh diesen 
Werth, wenn der Thermometer 17, der Hy^emeter 80 Grad 
zeigt. Diefs ist nümlich der mittlere Stand dieser Instrumente 
wahrend derjenigen Jahreszeit, in welcher die Beobachtun- 
gen gewöhnlich angestellt werden (April bis October). Allein 
in höheren Regionen ist die Menge der Dünste viel geringer, 
and die Verminderung A ist daselbst weniger bedeutend. 
Nach den Beobachtungen von Sanssure und Humboldt 
scheint A für Höhen von 2000 Metern in unseren Breiten 
0,002 bis 0,003 zu seyn. Für Höhen von 500 bis 1500 Met. 
kimnman also A = 0,0035 annehmen, und der hygrometri- 
sehe Factor 1 -(- A ist also = 1,0035. Wenn man denselben 
als constant annimmt, so kann man ihn mit dem Coefficienten 
verschmelzen, welcher also aus 18317 in 18881 übergeht. 
Denn es ist 

log 18317 = 4,2628437 

log 10035 = 0,0015174 

log 18381 = 4,2643611 

Um die mittlere hygrometrische Correction zu bestim- 
men, gibt es noch eine andere Methode, welche von La- 
place. Biet, Ramend und Arago angegeben worden 
ist. Diese besteht darin ^ dafs man den von der Temperatur 
abhangigen Ausdehnungscoefficienten der Luft ein wenig ver- 
gröfsert, weil die Atmosphäre in der warmen Jahrszeit die 
meisten Dünste enthält, welche, wie schon bemerkt worden, 
eine gleiche Elasticität wie die Luft haben. 

Auf diese Weise erhält man nahe : ' 

X = 18317 [log H — log h — 0,00008 (T — TO] 



[. ., om (-54^)] 
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$. 4«. 

Lap I a c e hat noch zwei andere Correctionen in die For- 
mel gebracht , nämlich: 

a) wegen der Veränderlichkeit der Schwerkraft auf der 
Oberfläche der Erde in der Richtung des Meridians ; 

b) wegen der Ver&ndemng der Schwerkraft in verti- 
kaler Richtung. 

Die Schwerkraft wird bekanntlich immer grofser, je 
mehr wir uns dem Mittelpuncte der Erde nähern. Da nun die 
Erde am Aequator höher ist , als an den Polen, so wird auch 
die Schwerkraft auf der Oberflache der Erde vom Aequator 
bis zu den Polen immer zunehmen. Es ist ferner bekannt, 
dals, aus eben dieser Ursache, ein und dasselbe Pendel am 
Aequator in derselben Zeit weniger Schwingungen macht , 
als an den Polen und dafs daher das Secundenpendel in den 
Polargegenden länger seyn mufs, als das Secundenpendel in 
den Tropenländern. Durch genaue Untersuchungen hat man 
gefunden , dafs die Grofse der Schwerkraft in dem nämlichen 
Verhältnisse wächst und abnimmt, wie die Länge desSecun- 
denpendels. Nach Laplace QMecanique Celeste j Iw. 3.J 
ist aber diese Länge für eine jede beliebige geographische 
Breite ß = 0,990681 Met. + (0,005687 Met.) sin 2^, oder 
in Grofsherzoglich Hessischem Maafse, = 89,62524 Zolle 
+. (0,22548 Zolle) sin ^ß , wo 89,62524 = 1 die Länge des 
Secundenpendels unter dem Aequator und 0,22548 = a die 
Zunahme des Secundenpendels vom Aequator bis zu den Po- 
len bedeutet Hieraus folgt die Länge des Secundenpendels 

für tö^ Breite = 1 + a -^ , weil : (sin 45)» + (cos45<>)«=:l, 

oder 2 (sin 45")* = 1, also (sin 45)« = -- ist 

Da die Dichtheit Q der Luft, welche bei dei* Bildung 
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des eonstanten Coeffieieüten in Anschlag kam, ISr den 45. 
Grad der Breite berechne war, so bedarf die Formel für 
.diese imttlere Breite keiner Conrection, and wir seteen defs- 

halb 1 +1i — = 1. Für jede andere Breite ist dann die 

Linge des Seenndenpendels = — i ifi/"* • *^hren wir 
iie Division aus, so erhalten wir den Quotienten: 

a 1 a 

1 + -j- sin «ß s- • X ' ^^^^ 9 indem wir statt sin •p 

seineil Wcrth l^eos «p setzen, 1 + y— 2l£|S!g - ^ 

_, , 2a aa.fcos*g * _i • • 2 a > cos *g 

-i+ -gl 21 51— *"'■ 2T 21 

= 1 - -^ C« c«s *p - O = 1 - ~Jr C«ö8 »O 

und das Verhältnifs der Pendellange bei 45^ zu dieser Länge 

ist = r= ^r^rJ^A «"3- • Wic schou oben bemerkt wor- 

1 — 0,002o4 cos 2 p 

den, wächst aber die Oröfse der Schwerkraft in dem näm- 

Uchen Verhältnisse, wie die Lange des Secundenpendels, es 

findet daher die Gleichung statt: 1:1 — 0,00284 cos 2 ^ = 

Schwerkraft unter 45<^: Schwerkraft unter der Breite ß = 

Dichtheit Q der Luft unter 45<> zur Dichtheit der Luft unter ß^. 

Also Dichtheit der Luft unter ^<» = (I — 0,00284 cos 2 ^) Q. 

p 

In den Coefficienten 0,76 -7^ — haben wir also jetzt statt Q 

ö-m 

zu setzen : Q (1 — 0,00284 cos 2 ^^^ d. h. wir haben den 
Coefficienten 0,76 ^ = 18817 mit 1, q^qO^ cos2^ 
= I + 0,00284 cos 2 Mu multipliciren. 
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Die Schweriuraft vermindert sich femer in dem Maftflse^ 
^ate man sich in vertikaler Richtung in der Atmosphäre er- 
hebt, so dars die zwischen beiden Stationen enthaltene Lillt- 
säiile in der Wirklichkeit einer kleineren Schwerkraft anter- 
werfen ist, als diejenige ist, welche wir onterstcdlt haben. 
Wir nahmen n&mlich an, dafs diese Schwerkraft dorchang 
so grob sey wie am Spiegel des Meeres. Die Dichthdt 
der SSale ist also geringer, als wir angenommen haben, 
und die Lange x mufs daher im VerhUltnifs der Terminde- 
mng der Dichtheit ver^öfsert werden. Wir woDen die 
wahre Gröfse der Säule durch x^ bezeichnen. 

Der in jedem Theile der Siule x wirkenden Schwer- 
kraft S entspricht eine Entfernung a r vom M ittelpuncte 
der Erde , wo r die Entfernung der Oberflache des Meeres 
von diesem Puncto bedeutet. Es sey ferner die Schwerkraft, 
welche am untern Ende der Säule x' wirkt = S' und die am 
obem Ende wirkende = s , so kann man annehmen, die Luft- 
säule x^ sey ebenso wie die Luftsäule x in allen ihren Thei- 
len der Wirkung einer gleichmäfsigen Schwerkraft 

( ^\t ^ ) «'^*«™^^rf^'*- ^'^^^^ Schwerkraft ^' ^ ^ , 
welche in der That in dem Mittelpuncte der Säule x^ wirkt, 
entspricht eine Entfernung = r + a + "o^ x vom Mittel- 
puncte der Erde, wo a die Höhe der unteren Station tiber der 
Meeresfläche bedeutet. 

Es sey femer Fig. 2T. die Säule Ss = x', po ss a, MF 
die Meeresfläche. Da nun, wie gesagt, der in jedem Theile 
der Säule x wirkenden Schwerkraft eine Entfernung = r 
vom Mittelpuncte der Erde entspricht, so müssen wir uns 
vorstellen, die Säule x habe die Lage gfde. Es findet 
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dann, we0 die Schwerkraft im Yeriilltnifb des Quadrates dar 
Eittteemug rma Ceabram dar Erde abniBoit, die Proportion 
sMt'. 

Cr + a+ -^ x)« : r» = S : ^ + " s= x' : x, also 

^. ^ X (r + a + »A X)« 
* r» 

Entwickelt dMn den Factor (r -1- a + -2- x)* nach dem 

binomischen Lehrsatze, so folgt nShemngswelse: 

,. = , (J^l+AlU+L^JiL) ^ , (i + AJL±JL) 

Ist die untere Station die Meeresfliche, so hat man 

.--(i+i-). 

Bedenkt man, dafisi die meisten Barometermessniilgen in 
den mittleren Rejplonen von 400 — 500 Gr. Hess. Klaftern 

gemacht werden, so kann man in dem Factor 1 + — statt 

X nähwongsweise den Werth 450 Kl. setzen. Sübstitniren 
wir anfserd^n statt r seinen mittleren Werth ss iM46480 
Gr« Hess. Kl. so folgt: 

^ , ^ _ r + x ^ «546480-f 450 
* "»"IF ? — 2546480 

Dieser Werth mnfis mit der unverbesserten Höhe x moltiiili-' 
eilt werden , um die verbesserte x^ xn erhalten. Wir kön- 
nen jedoch den Werth von 1 + — eben äo gut auch mit 

dem Constanten Coef&cienten der unverbesserten Höhe nim^ 
lieh mit 18817 mnltipliciren, und eflMten dann : 

18817 (J5^^^) = 18824 

8 
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Nimmt man das bisher Gesagte zusammen, so ist die 
voJIständige Formel fär x' : 

X' = X (l + — ^ und 

X = 18817 (1 + 0,00284 cos2ß) [1 + 0,002 (t + t)] 
[Jog H — log h - 0,00008 (T - TOJ. 

Wenn man die Breite = 50^ setzt, und den Näherungs* 

werth von 1 + — mit dem constanten Coafficieiiten der un- 

verbesserten Höhe multiplicirt , so erhült man 

X' = 18324 (1 — 0,00284 sin 10<>) [1 + 0,002 (t + tOl 
[log H — 4og h — 0,00008 (T — TOl = 

18815 (log H - log h — 0,00008 (T — T') 
[1 + 0,008 (t + t')]. 

Diese Formel gilt für Meter. Für Groföherzogl. Hess. Klafter 
gellt der Coeffidmt 18815 in 7826 über, und es ist also 
endlich 

V = 7826 (log H — log h — 0,00008 (T — T) 
[1 + 0,00» (t + t')]. 



Zur leichtem . Auafohrung der Reehnang ist i^aeh dieser 
Formel das nachstehende Formular entworfen worden. 
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In diesem Formulare ist 
B der Barometerstand am Hauptorte (^Darmstadt]). 
T die Temperatur des Quecksilbers an dem Hauptorte* 
t die Temperatur der Luft an dem Hauptorte. 
AH die Höhendifferenz. 

H' die Höhe der neuen Station über der Bfeeresflüche. 
b der Barometerstand auf der neuen iJtation. 
T^ die Temperatur des Quecksilbers auf der neuen Station* 
V die Temperatur der Luft auf der neuen Station. 
H die Höhe des Hauptortes über der Bfeeresflüche. 



Zweites CapiteL 
Von den frigonomeirigehen Höhenme9»ungen. 

S. 49. 
Es sey in Figur 28. S der Gipfel des Ber/g^es, dessen 
Höhe gemessen werden soll', B sey der Ort des Beobachters, 
BM die Höhe des Punctes B über ^er Bfeeresfläche , welche 
wir uns unter dem festen Lande fortgeführt denken , ebenso 
8 m die Hühe des Punctes S über der Meeresfläche, bm=BM 
und Z der Zenithpunct des Beobachters in B. Durch die 
Wirkung der Strahlenbrechung wird dem Beobachter der 
Punct S etwas höher zu liegen scheinen , als es in der Wirk- 
lichkeit der Fall ist. Stellen wir in der Figur durch S' b 
die scheinbare Höhe vor, so ist SBS^ der Refractionswin-^ 
kel = p, welcher um so gröfser seyn wird, je weiter der 
Beobachter B von. der Höhe Sb entfernt ist, und je mehr 
sich also die Linie BS dem Horizonte des Beobachters nä- 
hert. Nach den Beobachtungen von Delambreist dieser 
Winkel f = 0,08 des Winkels, welchen die beiden Radien 
GB und SG am Mittelpunete der Erde mit einander bilden. 
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Ist ans nun durch die Triangulation die Entfernung der 
Puncte M und m gegeben, welche wir hier ohne merklichen 
Fehler als geradlinig annehmen und = Bb setzen können, 
so findet man die Höhe Sb auf folgende sehr einfache Weise. 
Man mifst den Winkel ZBS'=sz, addirt zu demselben den 
Winkel p , und zieht hierauf diese Summe von dem Winkel 
ZBb ab, welchen wir näherungsweise als einen rechten 
ansehen, wodurch wir die Gröfse des Winkels 8Bb = x 
erhalten. Die Tangente von SBb multiplicirt mit der Linie 
Bb = S gibt endlich die Höhe Sb = H. 

Es ist aber z + ^ + x + Winkel bBG = 2 9t. ' Es 
ist ferner in dem Dreiecke bBG die Summe der Winkel G, 
GBb und GbB = 2 91, oder G + ^ bBG = 2 91, oder 

bBG = — — s • Substituiren wir diesen Werth von 

bBG in die Gleichung z + p + x + bBG = 2 9i, so 

folgt: z + (I + X + ^^^ ^ = 2 91, also X = 2 » 

2 91 — *G 6 

- ^^^ ^ -z-p=±29t-~.9I+ -|-_ z -e 

oder nach gehöriger Substitution, 

=5= S . cot [z + G (0,08) — G (0,5) J =^ S . cot [z - (0,42) G] 
Den Winkel G am Mittelpuncte der Erde finden wir 
durch die Betrachtung, dafs r . sin — G == -^~ S ist, wo- 
raus folgt : sin -^ G ta -A- S. Da G immer nur sehr klein 
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ist, so kÜnnen wir auch setzen: r^ G . sin V^ == — S 

r 
0= s 



r . sin V' 



Sabstitniren wir den Wertfa von 6 in die Gleicbong 
H ;=, S cot [z — (0,42) G] so folgt: 

H =» S . cot [z-(0,42) -j-^p-] = S . cot [z - c] 

=5 S cot z' / wo c die Correetion OM ?— ^-^r d» «»• 

' ' r . sm V^ 

verbesserten Zenithdistanz und ^* die verbesserte Ze-* 

liitlMlistai» ansdrfiekt 

.Zu dem gefnqdenen Werthe von H mors man noch die 
Qöhe i des Stativs, auf welchen sich das Beobachtungs-f 
instrnmeiit befindet, addiren« Qa man ferner bei der Mes- 
sung des Winkels ZBS' immer die Spitze des Signals 
pointirt, das sieb auf dem Gipfel des Berges befindet, des- 
sen Höhe gesucht werden soll , so mufs man von der Somnie 
)B[ + i noch die Höhe n des Signals subtrahiren. Addirt 
man endlich zu dem Ausdrucke H + i — n s: Ah noch 
die Höhe h des Beobachtungsortes über der Meeresfläche, 
so erhält man die gesuchte Entfernung h^ des Punctes S 
von dem Puncte m (Fig. 28.3. 

Zur bequemen Ausfuhrung dcF trigonometrischen Hö^ 
benberechnungen kann man sich des nachstehenden Formu- 
lars bedienen, 
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Bei der Beobaehlan/^ des H5hei|\viiikels am Theodoli- 
ten gibt der Nmiio8 einmal die Stelle n (^Vig. 290? das 
anderemal, bei amgewandtem Fernrohre, die Stelle n^ an 
Qnte Lage 3* Beide Angaben von einander abgezogen, 
d. h. nte Lage — Iste Ji^age, gibt die doppelte Zenith- 
distanz = 2 z« 

Dieses zmr ErUaterang der Rechnung in Aea yier ern- 
sten Colomnen des obigen Formnlare. 
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Achter Abschnitt. 

Eiaige Lehren aus der Astronomie, 
als Vorkeauitnisge m den folgenden Abaelinitten. 



Erstei» Capitel. 

Er$ehHmmg de$ WeUgebaudes und kOmtHeke BMheiiimg d€r 

HimmeMmgel 

% 50. 
vW enn wir in einer heiteren sternhellen Naeht das fiEim-> 
melsfcewölbe eine Zeit lan^ mit Aufberksankeit- betraditen, 
so bemerken wir, dafs sich alle Gestirne von Osten naeh 
Westen in gröfseren und kleineren concentrisehen Bo|^ am 
einen onbewe^'chen Ponct zu drehen scheinen, ohne dafs 
sieh hierbei die ge^nseitige SteUong der Sterne gegen ein- 
ander änderte. Am folgenden Abende findet man die Sterne 
om eine gleiche Stunde fast in eben denselben Standpmicten, 
UDid nimmt die nimlichen Erscheinungen wamr, wie am vor«« 
hergehenden Abende, so dafe sich also die gestirnte Hhn- 
melskngel in vier und zwanzig Standen von Osten nach We- 
sten herumzuwälzen scheint 

Die Umdrehnngsaxe dieser Himmelskugel ist eine durch 
den erwähnten unbeweglichen Punct (den Nordpol der 
WeltkugeQ und unser Auge gelegte gerade Linie, wel- 
che verlängert die Himmelskogel in einem zweiten unbe- 
weglichen, nur auf der sädlichenHalbkogel der Erde sicht- 
baren. Puncto trifft, den man den Sudpol der Weltkugel 
nennt. 
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Die von den Sternen binnen 24 Stunden am Himmel be- 
schriebenen Parallelkreise beifeen in der Kunstsprache der. 
Astronomie Ta^ekreise. Den jg^röfsten derselben, welcher 
j^Ieich weit von dem Nord- imd Sudpid entfernt ist, nennt 
man den Himmelsäquator. 

Unter Horisont versteht man denjenigen gröfeten 
Kreis der Hiramelskugel , welcher die sichtbare Hemisphäre 
des Himmels von der unsichtbaren trennt«^]) Die Puncte, 
wo der Aequator den Horizont schneidet, heifsen der st- 
und Westpunct Derjenige Punct des Himmels, welcher 
senkrecht über unsarm Haupte liegt, wird Zenith, der 
entgegengesetzte Nadir genannt. 

I Gröfste Kreise, welche dorcli die beiden Weltpole ge- 
fiftrt sind, und also den AequiUior senkceoht durchschneiden, 
bnfaen Declinations- oder Stundenkreise. Derje^ 
alge uirter ihnen, der durch denScheitelpunct (^Zenith]) des 
Beobaehten» gelegt ist, heifst der Meridian desseibett« 
Den von dem Meridian und einem apdemStundenkreiae ein^ 
gesehlossraen Winkel nennt man Stund enwinkel. Steht 
ein Gestirn im Meridian, so sagt man: es culminii t. 

E^in gröbter Kreis durch ein Gestirn und das Zenith bat 
den Namen Höhenkreis (^ Scheitelkreis, Yiaücalkreis}. 
Der Winkel am Zenith Sbwischen dem Meridian und dem 
Schti^eUureise eines Gestirns ist das Azimuth dieses Ge« 
stirns. Sowohl die Azimuthe ids die Stnndenwinkel 
werden von Sud nach West u. s. f* bis zu 860* gezäUt 



*) £■ Ut hierbei zu bemerken , dafa es fär die meUten aetroBomiMhcii 
Beobachtungen einerlei ist, ob man sich den Horizont als eine 
fibene , welche die Erdkage! an der StelljS des Beobachters berührt, 
oder all eine mit iker herfthrendcn parallele, durch den MHAelpaoot 
der Erde gehende Ebene vorstellen will, da der Ottrchmesser der 
Erde gegen die angehenere Entfernung der meisten Gestirne ver- 
■chwindet. 
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Der Abstand ^es Sterns vm de« Ae<|ii«tor lieilirt dk 
Oeclinatien des Sterns, die Ergäimmg der Dediutioi 
za 90<^ ist die Poldistanz. 

t 51. 

Doeh niclit alle Himmelskörper behalten gegen die fibri«* 
gen eine nnveränderlielie Stellnng bei Dieses sind, die 
Senne, der Mond, die Planeten und die Cometen, Die nn- 
beweglichen heifeen Fixsterne. 

Der erstere dieser beweglichen HhnmelslüMrper , dit 
Sonne, scheint nebst der täglitlbm Bewegung von 0»i 
nach West, die er mit allen übrigen Gestimeii gemein 
hat, noeh in «iner eignen Bewegung von West naoh 
Ost in einem Kreise fortamilcken, wddier den Aefaatttfin 
zwei, um 180 Grade von einander entfernten, PnAotrascbBeii- 
det Dieser gröfste Kreis der scheinbaren Bahn der Sonne 
heifst die Ekliptik. Sie ist gegen den Aeqnator unter ei- 
nem Winkel von nngefihr 2S<^, 28^ geneigt: Ihre Axe, d.h. 
die durch den Mittelpunct dieses Kreises auf seiner Ebene 
senkrechte Linie , trilK das Himmelsgewölbe in zwei Pnnc^ 
ten, deren einer der Nordpol, der andere der Südpol der 
Ekliptik genannt wird. Gröfste Kreise', welche durch die 
Pole der Ekliptik gdegt sind, heifsen Breitenkreise. Die 
Durchschnittspuncte der Ekliptik mit dem Aequator heüsen 
Aequinoctialpuncte oder Puncto der Nachtglei- 
chen. Derjenige dieser beiden Puncto, von welchen sich 
die Sonne in die nördliche Hemisphäre erhebt, heifisit der 
Frühlingsnachtgleichepunct, der entgegengesetzte 
derHerbstnachtgleichepunct. Der Bogen desAequa- 
tors zwischen dem FVühlingspuncte und dem Declinations- 
kreise einös Gestirns, ist die Rectascension des Ge- 
stirns und der Bogen der Ekliptik zwischen dem Früh- 
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Vagepamte und dem Bi^enkreise <te«fei €te0(&nis iit die 
hänge desselben. Rectascension und Länge werden m der 
Bichtan; von West nach Ost bis za S60<^ gezihlt. 

Der Declinationskreis darch die Aeqninoctialpnncte ist 
der Colnr der Nachtgleichen und der von diesen am 
90* in Rectascensiim und Länge entfernte Declinations- 
kreis ist der Colur der Solstitien. 

Den f anwn Umfang der Ekliptik theilt man seit den fl^ 
teiten Zeitai in zwölf gleiche Theile, die sogenannten zwölf 
himmlischen Zeichen. Die Namen derselben sind in 
te* Ordnung ihrer Reihenfolge von Westen nach Osten: 
Widdar f«; Stier ^^^ Zwillinge A; Krebs»; höwem^ 
Jongfrau SS; Wage A; Scorpion 4B; Schätze gjt; Stein- 
bock M; Wassermann 4k 7 Fische 9BS *^). Jedes dieser 
ZeidieD enthält 80 Grad. 

$. 52. 

Dals die tägliche Bewegung des Himmels um die Welt* 
axe nur ein Schein ist, und dafs sich eigentlich Hob die 
Srde um ihre Axe dreht, bedarf als eine allgemein be* 
kannte Sache, kaum der Erwähnung. Der einfacheren 
Darstellung wegen werden wir jedoch öfters die Ausdrucke 
gebrauchen, welche sich auf die Bewegung des Himmels 
um die im Slittelpuncte desselben ruhende Erde beziehen. 

Eben so bekannt ist es, dafs die scheinbare jährliche 
Bewegung der Sonne durch die Ekliptik blofs durch Bewe- 
gung der Erde um die Sonne hervorgebracht wird. 



*) Man bat die Zeichen det Thierkreiaea in folgende xwei Hexameter 
gebracht : 

Sunt: Ariea, Taurus, Gemini, Cancer, Leo, Virgo, 
Libn^ne , Scorfiioa, Arciteoana, Oaper, Amphora, Piaoea. 
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Die Vigmt der Erdbahn ist übrigen» uteht gans die eines 
Kreises, sondern mehr die einer Ellipse, in deren emem 
Brennpunet die Sonne steht. Zu dieser Erfahnmg sind wir 
durch die Beobachtang gelangt, dafs der Gesichtswinkel, 
unter welchem die Sonne in den verschiedenen Jahrszeiten 
erscheint , eine verschiedene Gröfse besitzt Der verindär- 
liehe Abstand der Erde von der Sonne wird dnrch die Glei- 
dning 2 p sin Vs asDiam. bestimmt, wop den Radios vec- 
tor und « den Gesichtswinkel bezeichnet, unter welchem der 
Sonnendurchmesser erscheint DerPunct der Erdbahn, wel- 
cher der Sonne am nächsten ist, wo also p am kleinsten und 
a am gröfst« ist, heilst das Perihelium oder Peri- 
gäum. Der entfernteste Standpunct der Erde von der Sonne 
heifst das Aphelium QAfOgänm). 

Ein anderer Erfahrungssatz ist, dafs die Oeschwindiig- 
keit, mit welcher sich die Erde um die Sonne bewegt, an 
verschiedenen Stellen ihrer Bahn verschieden ist Im Peri- 
helium ist diese Geschwindigkeit am gröfsten, im Aphelium 
am kleinsten. 



Zweites CapiteL 

Von der Zeit. 

«,58. 

Die Zeit ist nichts anderes' als der Eindruck , welchen 
der Zwischenraum, den wir zwischen vergangenen und ge- 
genwärtigen Dingen finden, auf uns macht Zur Messung 
dieses Zwischenraums ist die gleichförmige Bewe- 
gung eines Körpers am passendsten, und die Theile der 
Linie, welche der Körper beschreibt, können al9 Maafs fiSr 
die hierzu verwendete Zeit gebraucht werden. 
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Obf leiek sich nun fmmt die Sinine nieht Hit |;leiehf9r-^ 
miger Geschwindigkeit von Westen nach Osten bewegt, und 
obgleich dieseBewegnng nicht im Aequator vor sieh geht, 
dessen Puncte allein unter denen aller gröfsten Kreise bei 
der täglichen Bewegung gleichförmig forträcken, seist 
diese Bewegung demungeachtet allgi^ein als ^itaMJk an- 
genommen, weil die Sonne durch ihre Ruckkehr zum Me- 
ridian den Tag 9 durch ihre Rückkehr zum Aequinoctinm das 
Jahr bestimmt. 

Weil nun die wahre Sonne nicht dann geeignet 10t, die 
Zeit genau zu messen, so denkt man sich eine äsweke, so^ 
genanntemittiere, Sonne, die sich mit gleichförmiger 
Geschwindigkeit in demselben Zeiträume, welchen die wahre 
Sonne zum Durchschreiten der Ekliptik braucht, durch den 
Kreis des Aequators bewegt, und nennt die nach der 
Bewegung dieser fingirten Sonne bestimmte Zeit, die mitt- 
lere Sonnenzeit. DieRectascensionen der fingirten Sonne 
werden dann der wirklichen bald voreilen , bald hinter ihr 
zuröckbleiben, und wahrend der ganzen Periode viermal mit 
derselben zusammenfallen. 

Ein drittes Zeitmaafs wird von den Sternen genom- 
men. Die Zwischenzeit zwischen zwei auf einander folgen- 
den Durchgängen eines Sterns durch denselben Meridian be- 
zeichnet genau die Dauer einer Umwälzung der Ek*de , und 
diese immer gleiche Dauer bietet ein unveränderliches Maafs 
der Zeit dar. Ein Sterntag ist die Zeit, welche zwi-- 
sehen zw6i Culminationen des Fruhliagsnachtgieichepunctes 
füUt. 

Wenn Figur ^80. MSS VN den Aequator, MN den 
N^idian, S die wahre Sonne, S^ die mittlere, und Y den 

Fnihlingsnachtgleichepunct vorstellt, so ist -^k- = wahre 
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Zeit,-^Y^ Ä mittlere Zeit, -y~- = SternTCit *) 

$. 54. 

Wir wollen nunmehr die Beziehun;^ dieser drei verschie- 
denen Zeitmaafse zu einander angeben. 

Denken wir uns den Stemtag und den mittleren Sonnen- 
tag in gleichem Augenblick beginnen, so wird bei dem Um- 
lauf in der Richtung von M nach C Fig. 31. die fingirte 
Sonne vermöge ihrer eigenthümlichen Bewegung in entge- 
gengesetzter Richtung noch um den Bogen MF von dem Me- 
ridian entfernt seyn, während der Aequinoctialpunct von 
Neuem culminirt^ der letztere hingegen bereits den Bogen 
MS beschrieben haben, wennF den Meridian erreicht 

. MF beträgt 58' 58'' 88 '' == 8', 55' 54 ' in Zeit. 
MS = 59' 8" 20'" = 8' 56" 88"' in Zeit. 

Die Addition des Werthes MS zu 24 Stunden gibt die Dauer 
des mittleren Tages in Stemzeit = 24 St. 8 . 56' 88'^ 
Die Subtraction des in Zeit umgesetzten Bogens MF van 24 
Stunden, hingegen die Dauer eines Stemtages in mittlerer 
Zeit = 28 S. 56' 4^ 6''. Oder mit andern Worten; 
24 mittlere Sonnenstunden = 24 St 8' 56'' 88'" Sternzeit. 
24 St. Sternzeit =:: 28 S. 56' 4" 6'" mittlere Sonnenzeit. 
1 St. mittlere Sonnenzeit = 1 St. o' 9", 86 Sternzeit 
1 St Sernzeit = St. 59' 50', 17 mittlere Sonnenzeit 

Man hat hiernach folgende Tafel ftir die Reduction der 
Sternzeit auf mittlere Sonnenzeit berechnet. 



*) Wenn man einen Bog^en in Zeit verwandelD will, ao mufi er dorch 
19 dividiri werden. Denn der Kreis enthält 360% der Tag abarnnr 

-~ = 24 Stunden 
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Beispiel. 

Wie viel betragen 8 Stunden 14' S6^^ , Sternzeit in 
ihittlerer Sönbenzert? 

Redaction; 
8 Stunden — 1' . IS^'^O ^ 

14 Minuten — 2,3 ( = — 1/ , 81//,0 

86 Secunden — 0,1 y 

Es sind also 8 Stunden 14 36^' Sternzeit = 8 St 1315^0 
mittlerer Sonnenzeit. 

$.55. 

Der für jeden Augenblick sich ergebende Unterschied 
zwischen der wahren und mittleren Zeit heifstdie 
Zeitgleichung. Da die mittlere Zeit immer demjenigen 
Theile des Supplementes der Rectascension der mittleren 
Sonne gleich ist, der sich zwii^chen ihr und dem Meri- 
diane befindet, und die wahre Zeit eben diesem Theile 
bei der wahren Rectascension, so hat man nur nöthig, von 
dem ^öfseren dieser beiden Werihe den kleineren abzuzie- 
hen and den Unterschied durch 15 zu diyidiren , um die in 
Stemzeit ausgedrückte Zeitgleichung zu finden. In den 
astronomischen Ephemeriden findet sich übrigens die mittlere 
Zeit im wahren Mittage für alle Tage des Jahres ange«' 
geben. 

Zwisichen wahrer Sonnenzeit und Sitemzeit herrscht 
eine sehr einfache Relation, und wir können, wenn wir eine 
Uhr und astronomische Tafehi besitzen, welche die geraden 
Aufsteigungen der Sonne für einen jeden Tag des Jahrs 
enthalten, sehr leicht von einer Zeitbestimmung auf die an-* 
dere schiiefsen. Der Zeitunterschied zwischen den Anfangs-* 
momenten des Stern- und Sonnentags, d. h. zwischen den 
Cttlminationen des Aequinoctialpunctes und der Sonne ^ wird 

9 
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nämlich durch die jedesmalige in Zeit umgesetä&teRectasceii- 
sion der Sonne gemessen, und es ist also Stemzeit — Son-< 
nenzeit s A R . S . Ist die Uhr nach wahrer Sonnenjaeit 
regulirt , so finden wir den Augenblick einer Beobachtung in 
Sternzeit, wenn wir die an der Uhr beobachtete wahre 
Sonnenzeit zu der in Zeit umgesetzten Rectascension der 
Sonne addiren. Geht die Uhr nach Sternzeit , so finden wii* 
die wahre Sonnenzeit = Sternzeit — AR . S . 

Die leicht zu vollziehende Reduction eines Zeitmaafses 
auf das andere lärst es völlig gleichgültig erscheinen , wel- 
ches von ihnen man für die Bestimmung eines gewissen 
Allgenblicks wählt. Durch unmittelbare Beobachtungen am 
Himmel gewinnt man übrigens entweder wahre Sonnenzeit 
oder Sternzeit. 

$.56. 

Hätte man Uhren, welche mit absoluter Genauigkeit^ 
und ohne je abzuweichen, encweder nach Sternzeit, oder 
nach mittlerer Sonnenzeit gingen , so würden die Zeitbestim- 
mungen durch astronomische Beobachtungen unnötbig seyn« 
Da Jenes aber nicht der Fall ist, so mufs man sich der astro- 
nomischen Beobachtungen bedienen , um die Uhren von Zeit 
zu Zeit zu corrigiren. 

Das allereinfachste und zugleich sicherste Mittel für die-« 
senZweck ist das Mittagsrohr (^Passageinstrnment} d.h- 
ein Femrohr, welches sich auf einer horizontalen Axe in der 
Ebene des Meridians bewegt. Die Momente des Durch- 
gangs der Sterne durch den im Brennpunct des Fernrohrs 
vertical gestellten Faden werden an der Uhr beobaehtet, wo 
dann der Unterschied der beobachteten ührzeit von der Be- 
kannten Sternzeit der Culmination des Grestims die Cor- 
rection der Uhr gibt. 
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Wenn die Uhr nach SteriiEeit geht, so ist die Cor- 
Irectioii der Uhr sofort ^ ä — t^ w6 a die in Zeit mnige^ 
setzte Rectascension des Sterns für denBeobachtangs« 
tag*) Qiid t die Uhrzeit der Beobachtung ist« 

Geht aber die Uhr nach mittlerer Zeit, so mnfs man 
die äternzeit der Calmination , die immer = der Rectascen- 
sion a ist, zuerst in die mittlere Zeit derCtdmiiiationsin 
verwandeln *^), und es ist dann die Correction der Ühr 
£=s m — t. 

Wenn man kein Passageinstrainent besitzt, s6 bedient 
man sich, am die Correctidn der Uhr ca bestimmen, der Me- 
thode der correspondirenden Höhen, welche wesent- 
lich darin besteht , dafs man mit Hülfe eines l'heodoliten auf 
beiden Seiten des Meridians gleich grofse Höhen eines 6e- 
sfims mifst und die Beobachtuiigsmömente an der Uhr be- , 
merkt Da nun zu gleichen Höhen auch gleiche Stunden- 
Winkel gehören, s6 wird die Mitte der beiden Beobachtungs- 
zeiten auch sofort die Uhrzeit der Kulmination des Gestirns 
seyn. Hätte man z^ B« von einem Gestirne, dessen scheui- 
bare (von Pr£cession, Aberration und Nntation 
veränderte) Reelascension a = 5^ 40' lO'' ist, zwei gleiche 
Höhen beobachtet, die erste vor der Culmination um 8^, 
17', 20'^ Uhrzeit, ^*^) die zweite nach dei" Culmination tun 
7'' , 26', 80'^, so ist 



*) Iit dm SteniciCalogM ifod di« lie«tMiteil«ioüeii ünil DeeHüiftiMwä 
deit Geitirne för «ine beittmnite Epoche berechnet. Will mfts die 
Rectatceneion und Declination eines Sterns für «itte andere 
Epdche ikrfssen, so müssen ^e Präcessi'on, Aberration and 
Kttkation in Reehnnaji^ gecogen Verden. IllertoM irfrd ipiter 
ansfuhrlich gehandelt werden. 

**) Dia hieran erforderliche Rectascension der Sonae im Moment der 
DoMidlShtMlii^ niniBt nito aus Am Ephenlerurod • 

***) Es wird angenommen, dafs die Uhr hach Sternaeit gefit. 
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?*•, 26', 80^' 

10»* 5 48s 50'^ 

Mittel = 5% 21^ 55' = ührzeit der Oulmination. Die 
Uhr hatte also im Augenblick der Culmination 5^ , 21', 55" 
gezei^. Eigentlich hatte sie aber zeigen mältoen: 5^, 
40', 10", weil dieses = a ist. Es ist also 5»^, 40', 10" 
— S»» 5 21', 55'' = + 18', 15" die Correction der Uhr. 

Um Beobachtungsfehler zu vermeiden, mufs man auf 
beiden Seiten des Meridians mehrere correspondirende Hö- 
hen nehmen , aus je zwei eorrespondirenden Höhen die Cor- 
rection der Uhr berechnen, und aus allen diesen Werthen 
das Mittel nehmen. 

Die Zeit lärst sich auch aus einer einzigen beob- 
achteten Zenithdisianz"^) finden , wenn die Poldi- 
stanz des Gestirns und die Polhöhe für den Be- 
obachtungsort bekannt ist. In dem sphärischen Dreiecke, 
welches durch das Gestirn, das Zenith und den Weltpol 
gebildet wird, findet die Gleichung statt: 

cos z — sin <ip • cos p 

cos . s = --T . *-- 

cos <;^ . sin p 

wo <f> die Polhöhe , s den: Stundenwinkel , p die Poldistanz 
und z die Zenithdistanz bezeichnet. 

Für Fixsterne mufs noch die Rectascension a dersel- 
ben bekannt seyn, wo dann (s + a) cfie gesuchte Stemzeit 
der Beobachtung gibt. Auch hier sind a und p die Rectas- 
cension und Poldistanz, wie sie durch Pracession, 
Aberration und Nutation bereits geändert sind. 



*) Die Zenithdiatanz eines GestirnB i«t das Complemeiit der Hohe 
denelben zu 90^. 
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Die beobachtete Zenithdistanz aber mufs xnerst von dem 
bekannten Fehler des Instruments befreit, und um die Re- 
fraction*) vermehrt werden. 

Beispiel. Den 11. Oct 1761 um 10^ 36^ 25" Uhrzeit 
wurde in Alexandria beobachtet 

die Zenithdistanz von a Tauri 61^ 27^ 30' 
Fehler des Instrumentes = — 3' . 0'' 



61K 24' . 80'' 
Refraction 1' . 44'' , 2 



z = ei«», 26', 14", 2 

Der Ort des Sterns für diesen Tag ist a = 4^ 22' 16", 35 
und p=:73o, 59' 20', 35, und die Polhöhe <p = 81o, 12'13". 
Kit diesen Gröf^en gibt die vorhergehende Gleichung: 

s = 65% 56, 13', 93 = 19»», 86, 15', 074 
a = 4»» 22^ 16', 350 

Sternzeit der Beobachtung = 23^ , 58', 31 ', 434 

Hätte also z. B. eine nach Sternzeit gehende Uhr 
28*» 58' 20' gezeigt, so wäre die Correction der ühf = 
4- 11", 424. Da aber die Uhr nach mittlerer Zeit ging, 
so mofste die berechnete S t e r n zeif zuvor in mittlere 
Zeit verwandelt werden, ehe sie mit der beobachteten Uhr- 
zeit verglichen werden konnte. 



Hiervon später. 
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Drittes CapiteL 

ße^immmg dsr scheinbaren Orte der Gestirne auf der 
^berfiäekfi des Min^efs. 

%. 6T. 

Ii| dam ersten Oapitel habeB wir gesehen, «lafe es flrei 
verschiedene Arten gibt, um die Orte der Sterne am Bim- 
inelsgewölbf^ ^u bestim|ii<»n. Es kann diefs nämlich gescheheii 
1) dorpl^ De^Iiiiatioii uiid RectasccnsiQn j 
9) durch Länge und Breite \ 
8) dorcli Höhe upd Azimut^. 

Int dte Mge. ejiiea glterM auf die wie Axt b^itmat) so 
iüt fa mit Häfo de» aiMrisehen Ti%QnMie<^ ac^hr leicht^ 
auch düf ltfi|^e deaaelfpen auf eine der beidw Mdwa Artm 
W bestiivaienf 

Neho^eH wir vorerst an, es sey uns die Polhöhe tp eines 
OrtB, die Zenithdistai^a^ z und das Azimuth a eines Gestirns 
ffir eiqe gejppbene 2^it aas einer Beobachtung bekannt Mail 
suche den Stuqdenwiplcel s, die Poldistanz p upd die l^c-* 
fasf^on a fpr dieselbe Zeit. 

Ba s^ (Fig. 32.]| N der Pol des Ae^uatovs, % daaZe-- 
nith„ AR der Aequatpr, HT der Horizont, EK die Elklip-* 
tik, r der Frnhlingsfiachtgleichepunct, 8 eia Stern, Sil, 
dfe Peplination dieses Sterns, Winkel SZR das Azimujtb, 
Kinkel SNR der Stiindenwinkel , NH die Polhöl^e. 

Man bal hier das sphärische Dreieck NZS, in welchem 
fKwei Seiten und der eingeschlossene Winkel bekannt sind, 
Bs ist nämlich NZ = 90<> — c^ und Z S ss z gegeben. 
]Sbenso Winkel NZS =s 180^ — a. Wir finden also die 
dritte Seite NS &= p gaoK leicht durch die beluMmte Formel 
fler iBi^känacheii Trigononietrie 
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cos O80« - «) = _epB_p^^i90-<^},ei^z ^ 
^ -^ Sin (90 — 0) sm z ' 

cos p = sin <p . cos z — cos « . cos f . sin z 

Den Standenwinkel s finden wir sodann durch die Gleichung 

sin z : sin s ss= sin p : sin f 180<* — «) 
Um die Rectascension a =9 br zu bestimmen, bemerken 

wir, Mn ^^^ =*= ~^~— 55= der bekannten Sternüeit der 

Beobacbtong ist, welche wir durch t bezeichnen wollen. 
Dieses t ist aber =: a + s , und da s bereits aas dem Vor- 
hergehenden bekannt ist, so findet man die Rectaseensioii 
des Sterns durch die Gleichung a = t — s. * 

$. 88. 
Kben so leicht finden wir ans der Rectascension a und 
der Poldisianz p eines Gestirns nebst der Schiefe der Ek- 
liptik e die Länge X und die Poldistanz n desselben in Be- 
ziehung auf die Ekliptik. Diese Aufgabe redncirt sich auf 
die Auflösung des sphärischen Dreiecks NSL in Fig. 38., 
wo S einen Stern vorstdU , N S »s p, N =& Pol des Aequa- 
tors , L SS Pol der Ekliptik , A Q der Aeqnator , E K die 
fildiptik, rb = Rectascension, rc = rLc = l^^? 
SbsssDeclination, Sc=e Breite, SL==9s, NL = e=^£Q, 
wefl L£ = W und NQ :;?= 90^ Da nun der Bogen LNEQ 
zpgleich senkjreeht auf der JBkiiptik and auf dem Aeqnator 
stellt, und diese beiden Kreise in 2 Puncten schneidet, die 
beide von dem Nachigleichepanet r um 90<^ entfernt sind, 
so folgt, dafs, wenn man die Bögen Lr und Nr zieht, 
der Winkel rLN sowohl als der Winkel LNr ebenfalls 
»0« beträgt. Daher S LN = 90<> ~ 3t und ebenso ist 
SNL = 90<^ + a. In dem Dreieck LNS sind also wie 
vorhia SHVai Seiten and der eiageseUeasene Winkel be- 
kanat. Daher 
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e00 « SS cos (90<> + a)sinpsine + co8peoseaB 
— sin a . sin p . sip e + cos p . coq e 

Berechnen wir einen Hulfswinkel §, 

so dafs tg g = cos (90« -|- a) tg p 

and spbiititoiren wir statt cos (90<> + a) sin p sfeinen Wertfi 

sin g cos p ^ ^^.^ Gleichung, so kömu^t: co» 9r sss 
cos p . cos (i — e) ^^j^^^ p^^^j gj^jj j^^^^ ^^ 

CQS 4 

Loi^arithnienrechnang eignet, wie die obi^e. Endlich ist 

sin n : sin (»O* + a) = sin p : sin (90<> — X) 

. ' .sin i90^ 4 - a) sin p 
= SU p : cos X, also cos X == .' — ^ — ? 

f ? ' sin n • 



Viertfes Capit(^L 

Fofi der Präeesiiott. 

8- 59. 
Wenn wir die Lage eines Gestirns in Rectascension nnd 
Declination , oder in Länge und Breite mittels einer nnmit- 
telbaren Beobachtnng am Hinunel bestimmt haben, und beob*- 
achten nach einigen Jahren den Ort des nämlichen Gestirns, 
so werden wir finden , dafs die Rectascension, Declination, 
Breite und Länge nicht mehr dieselben sind, wie froher, 
Piese Verschiedenheit hat ihren Grund 

1} in der Präcession der Aequinoctien , 
2) in der Notation und 
8) in der Aberration des Lichts. 
Jede dieser Erscheinungen wollen wir hier einsein b^- 
^^chten. Yon den beiden ersteren derselben kann hier nur 
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das «igeg«beii werden, was die Beobaehtangen inBe^ 
ziQg auf dieseibeii gelehrt baben. Auf eine Erklärang ih-n 
rer physischen Ursachen, welche zu sehr verwickeU 
ten ilechnongen führen würde, können wir uns hier nicht 
einlassen. Nor das !sey im Allgemeinen gesagt, dafs die 
Pracession and Notation von der Anziehungskraft, welche 
Sonne und Mond auf die sphäroidisch gestaltete Erde 
Äussern , herrühren. Zuvörderst wollen wir von der Prices-? 
flion redM* 

Diese besteht darin, dafe die Fixsterne gemeinschaftlich 
liach der Ordnung der Zeiche^ (gen Osten3 vom Frnhlings-r 
iquinoctialponcte wegzurücken Scheinen, während dieser 
unbeweglich bleibt. Richtiger aber und einfacher ist die Yor-p 
Stellung, wenn wir annehmen, dafs die Nachtgleichptinete 
ÜDgs der Ekliptik mit gleicher Geschwindigkeit surückwei« 
eben. Durch das Zurückweichen der Aequinoctialpunctebewe-* 
gen sich die Weltpole nach und nach um die Pole der Ek-r 
ifptik, die man sich dabei als unveründerlich denken mnfs. 
Zu einer ganzen solchen Umdrehung, während der alle Sterne 
ngleich einen scheinbaren Umlauf um die Pole der Ekliptik 
vdlenden (^grofses platonisches Jahr} sind etwa 25848 Jahre 
nSthjg. 

Diese Erscheinung wi^d defswegen die ,,Präces- 
sion" der Nachtgleichen genannt, weil die Sonne bei ih<f 
rem jährlichen scheinbaren Kreisläufe jedesmal einen der 
Aequinoctialpuncte früher als den nämlichen Fixstern wie- 
der erreicht. Die Formel für die Pracession bilden wir auf 
folgende Weise : 

Es sey (Fig. 84.} AA' die Ekliptik, E der Po| derselr 
ben, BB' der Aeqnator, P der Pol desselben, r der Dnrch:.^ 
schnittqmnct des Widders. Bogen EP = Schiefe der 
Ekliptik SS e. S sey ein Stern , SS^ die Breite desi^lben 
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SS ^, Skr «e lÄBge des Sterns » X » Vl^liikd S^Er ; 
ST s= Declim^n s D, Tr s Reetasemrion s Winkel 
TPr a= A. 

Nwk Yerltnf eines Jahres sey r nach r^ und P mich 
p gerüeki^ wodnrdi die Lfin^e des Gestirns um rr^K dX 
imammt Die Breite dagegen bleibt ungeändert« Es ist 
r'BS' =B rES' + rEr^ s=: X + dX^ also S|n . r^ES' 
SS sin (31 + dxy sc cos S'Ep. 

Redndren wir den Bogen pS auf den Bogen PS^ so 
dafap8sqS. Es ist alsdann pS=3 PS — Pq. Es ist aber 
PS s 90^ ~ D nul Pq die durch die Prieession in der 
Dedination verarsaekte Yerfinderang s= dO, fo^rlich: 
cos pS = cos [90 *- (D + dD)] = sin (O + dO) 
Es ist ferner sin ES s eos ^ ^ cos ES ss am ^. 

Um Pq Ett Anden ist es nr nötfaig^ die b^den splrih- 
risdien Dreiecke SEp und SEP *za betrachten. Man hat 
ans ihnen 

Cos pS as cos £p * cos ES + cos pES • sin Ep • sin ES 
cosPS»cs6EP,cosES-f «» PES.sinPfi.sin ES 

Zieht man die zweite Crleidmng von der ersten ab, 
und bmcrkt man, dafs EP s Ep, so folgt: 

Cos . pS— cos PS=sin ES. sin PE (cos pES — cos.PES) 

oder 
sm(D + dD} — sinD=«iRe.cos^f8in (% + dX)~- sinXJ 

Es ist aber bekanntlich im Allgemeinen 

sin X — sin y = 2 sin ^ T ^ . cos ^ ^ ^ 

Daher 

^ . D + dD — D D + dD + D 
2 gm ■ ^ ^ . cos % ' 

üT^ ' X + dX — X X + ik+Xl 

B sin e • cos ^ I 2 sin — -!— -s . cos 9 I ' 
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an -^ . cos (D + Vi dD][= sin e . cos ^ sin -g- • cos (X+ %dX), 

wortns endlich 

«•.. 1/ jTi— sin e . cos ß. sin % dX . cos ( X + % dX) ., 
^/•^"=^ cos (D + Va dB) ^^'^ 

Dieses ist die Formel für die VeriRderan^, welche 
durch die Präcession der Naditgleichen in der Declina- 
tion hervorgebracht wird. Da diese Formel von eben der 
Pr#c;es8iwi9 welche man sadit, abhän^, so rechne man, 
wenn man diese noch nicht beiMafig kennt, zuerst blofs mit 
der unverbesserten. Declini^ieo, und wiederhole dann die 
jReelmmig^ mit der sa gefandeiie« Pricession. 

$• «a 
Suchen wir nun die Formel für die Aenderump in der 
Rectascension. In dem Dreieclce EPS ist, wie die 
sphärische Tri|^onometrie lehrt: 

cos E • cos EP + cot P • sin E = cot ES . sin EP 

oder 

sin E =s» cot BS . «in GP t tg P -* cos E . cos EP . tf P 

ader 

.^p sinE 

^S '^ — sin PE . cot . ES — cos PE . cos E 

Es ist aber V^W+ Ay also ty P = tg (90^ + A) 
= — cot A, sin E s cos X, cot ES^^ tg ß, cos E s sin X, 
sin P E = sin e , Folglich : 

. . — cos X 

-r ^^^^— «hl . tg ^ — cos e . sin X 5 

, . sin e , tg g — cos e . sin X ^ 

^«^ ^ cosX »' 
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Auf gleiche Weise erhält man ans den spbJifis<2|ien]lr«i- 
ecke EpS, die Gleichung 

WO wir dorch A' die zweite Rectascension des Sterns, oder 
den Winkel r^pS = Bogen r'2 bezeichnen. Ziehen wir 
die voiietzte Gleichung von der letzten ab , so folgt : 

^ A' - *g A = cos e : lg O + d3c3 - -^^ 

. « , sin e • tfi^ S 
-cose.lgX+ j5^-^ 

% A' - tff A = cos e C% (^ + dX) ~ ig X^ 

+ «^ « *ff ^ (-^SrX cos (X + dJl) ) 

t= cos e [tg (X + dX) — ^ X] 

. . , a / cos (X""+ dX) — cos X \ 

+ «">«• *ff ^ C cos X . cos (X + dX) ; 

-, . , , X A . X A sin A' sin A 

Es ist aber lg A' ~ tg A = — —t- ^^^ a 

^ ® cos A' cos A 



_ sin A^ . cos A — sin A . yos A^ _ sin(A^— A) 
cos A' . cos A cos A^ cos A ' 

und ebenso ist 

„0 + jx3-».^ rl'tlV«^^ 



sin . dX 



cos (X '}- dX) cos X 
Femer ist: ' 

cos(X+ dX)-co8X = a8in^±^fci^siii ^"'\~ '^- 

= a8in(x + ^)sin(--Jl)=-2sin(x+^)siB^ 
Wir erhalten also nach gehöriger Substitutioq : 
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cos A' . cos A L cos (X -f- d%) cos % J 

- 2 . sin ( Ä, + -^) sin -^). 

+ sin e . to ^ \ . j,^ "^ ^ — ^^-^ 

^ ^ "^ cos (X -f- dX) cos >. 



(«1 T V 
X+ -—\ . sin 



2 



cos (X + dX) . cos X 

Da niin im Allgemeinen sin 2 x ss 2 sin x . cos x, so 

ist sin . dX = 2 sin Vs d^' • cos ^^ dX. Durch SnbstitntiMi 

sin CA' A) 

dieses Werthes erhalten wir ^^^ :, — ^^^ / 

cos A' . cos A 

cose.2.sin VidX.cos VadX — 2sine.tgß.sinrX4. ^jsin-^- 
' cos (X -f. dX) . cos X 

oder 

. ^ . , . -V j . 2 • sin Vs dX . cos A^ • cos A 

sm I A' — A ) = siö . d A = '^ , j^^ 5 — 

^ -^ cos (X4- dX) . cosX 

Tcos e . cos % dX — sin e .tg ß . sin ( X + -2-)jl 

Es findet aber bei dem Dreiecke EPS die Proportion statt: 

sin EPS : sin ES = sin SEP : sin PS, 
oder 

cos A : cos ß =3 cos X ; cos D , 

und ebenso^ in dem Dreiecke EpS 

sin EpS : sin ES = sin SEp : sin pS 
d. h. 

cos A' : cos ^ = cos (X + dX) : cos QB + dD) 

Bieraus folgt: 

cos A . cos A' cos ß* 

cos X . cos (X + dX) "^ cos D • cos (D + dD) 
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Dnreh SnbstitotiOD dieses Weühes in die ol^e Gteidnng 
köranit endlich: 

sin üA SÄ — ^ D • cos (D + dD> 

[oos e • cos % d% — sin e • tg ß sin (X + Vi dX)] (ü.) ») 

S- 61. 
Die in den Formeln (I.3 und (II.3 vorkommende Grobe 
dX ist, wie schon oben angegeben worden, die doreh di6 
Ycnäckmig der Ndchtglelchen währen<( eines Jnhtü 
bewirkte Vergröfserimg der Lange eines Gestinis. Ans 
vielfiUtigen Beobachtongen hat man gefunden , dafe dieses 
dX ss:: W^9 ist. Will man also die PracessioD in De« 
clination and Rectascension für n Jahre haben , so müssen wk* 
in den Formeln L und ü. statt dX überall setzen n • dX =a 
n • 50^^, 89, und ebenso n • dD statt dD. Es ist demnach 

. ,/ ji^ 8ine.co8(J.sinVin.50'',S9.co8(X+»yin.Ö0",89) 

Sm 7a • n - QU 1 ,^ , \, « TV.. ■ ' ' ' ^' 

cos(D+ Va n . dD) 
und 

^:^ ^Ak 2 . sin Vi n . 50'^ 39 . cos ß» 

sm ndA = ^ ^-rr—i ,- ^x ■ . 

cos D . cos (D + ndD) 

[cos e . cos % n . 50'', 89 — sin e.tg ^ »in (X + V^ n « SO ',89)^ 

Von dem gefundenen Werthe von n.dA mniä äbrigeins 
noch die kleine Gröfse n • 0^', 2017 abgezogen werden, wegen 
einer sehr langsamen auf dem Aequator tiifd zwar von 
Westen nach Osten erfolgenden Bewegung des Frühlings- 
|Mmctes. 

Die Schiefe der Ekliptik (e) ist nicht constant Man 
hat nämlich gefunden , daCs sie allmählig abnimmt. Im An- 



*) Vergi. Astronomie thdoriqae et pratiqae par M. Oelambre« Tome 
trekttme piig. 189. 
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fange des. Mktts 1750 w«r sie se St« 26' 18'^. In 
1750 + n Jahren ist sie e es 28« i» 18". — % 44 . n. 
Es ist also z. B. die Schiefe der Ekliptik im Jahre 1810 
= 28«, 28' 18". — (0",443 60 ä= 2S», 27' 51", 6. 

Wenn wir also mittels der Formeln (!.') und (n.") die 
Ortsveründemng eines Gestirns für eine Reihe von Jahren 
bestimmen wollen, so müssen wir, nm diese Abnahme der 
Schiefe in Rechnimg zn ziehen, mis in obigen Formeln im- 
mer blofe der Schiefe des mittleren Jahres bedienen. 

Beispiel. 

Man sucht die Pricession des Polarsterns vom 1. Jan. 
1801 bis zum 1. Januar 1815. 

Im Jahr 1804 ist die Rectascension des Polarsterns 
= 18« 20' 12", 8, die Declination a 88« 15' 48", 0, die 
Lunge = 85« 49' 84", 7, die Breite = 66», 4', 89", 2, ' 
e für 1810 = 28«, «7' 51 ", 6, n a= 11 ; V» n dX = 4" 87", 18; 
;i + % n . dX = 85« 54' 11 ", 88. 

Berechnung der Präcession in der Decllnatiwi. 

log sin 0« 4" 87", 18 s 7,12826 
log sin 28«, 27', 52" = 9,60008 
log cos 66«, 4', 89" = 9,60804 
log . cos 85, 54, 12 = 8,85894 
comp . log . cos . 88 , 15, 48 =s 1,51818 

log sin V» n dD =6,70845 

>/4n.dD = 1', 45", 4 

Wiederholt man die Rechnung mit D + V> n . d D = 86« 17' 28" 
so findet man: Vs u . dD = 1' 47", 2. Die Präcession in 
der DeefioMtioB ist also in 11 Jahre» = 8", 84", 4. 
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Berechnung der Präcession in der Bectascensioit^ 

log 8 = ÖÖIOS 

log sin Vi iJ dX = 7,1282« 

log cos p = 9,21608 

comp!, log cos (D+ndD)= 1,58328 
compl. log coä D == I,5l8l3 



log I = 9,69678 



log cos e = 9,96252 

log cos V* n dX = 0,00000 



logn 



log 
log 
log 


. sin e 

sin C^ + V» n 


.dJL) 


=5 9,60008 
E= 0,85300 
= 9,99889 



log in = 9,95197 

n = 0,91731 

III '^ 0,8952» 



II -m =0,02202 

log Cn - III) = 8,84270 

logl = 9,6967t 

log sin CndA+n. 0,2017)= 8,03947 
ndA +2", 219 = 87' 88", 8 

Es ist also 

Priksession des Polarsterns von 1804 bis 1815 = + St' 86", d 

Rectascens. dieses Gestirns für den L Jan. 1804 = 18''.20a2^^ 

Rectascension den 1. Jan. 1816 =13*, 67' 48", 9 
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ScUiefslicli wird hier bemerkt , dafs in fast allen Stern- 
verzeiehnissen anfser der för einen gewissen Zeitpunct be- 
rechneten Rectaacension und Poldistanz eines jeden Sterns 
aneh die darch die Prücession der Nachtgleichen bewirkte 
jährliche Aendernng in Rectascension and Poldistanz 
t^egehen ist Beispielshalber möge hier ein kleines Ver- 
zeichnifs der bedeutendsten Fixsterne seine Stelle finden. 



Namen 


Rectascension in Bogen. 


Polardistanz; 


der 


Aml.Jsnoar 


J&brlicbe 


Aml.Janiwr. 


JifarUclie 


Stern« 


18X0. 


Aeoderang. 


1820. 


Aendenug. 




6. M. S. 


See. 


6. H. S. 


See 


7 Peg^as. 


59 4» 


+ 46,9 


75 49 


— 90,90 


« CsasiopeJB. 


7 35 18 


49,6 


34 97 4 


18,80 


Polarstern. 


14 15 31 


991,1 


1 39 5 


19,45 


tt Widder. 


99 15 45 


50,9 


67 93 97 


17,40 


a WalUach. 


43 8 15 


46,8 


86 37 18 


14,75 


tt Persens. 


47 5» 65 


63,0 


40 47 18 


13,50 


Aldebaran. 


«« 94 4 


50,1 


73 51 43 


7,95 


Ci^ella. 


75 51 9 


66,1 


44 11 51 


4,57 


mgel. 


76 »8 S4 


43,2 


98 95 


4,99 


ß Stier. 


78 43 51 


56,7 


61 33 19 


3,88 


a Orion. 


86 »1 98 


48,7 


89 38 8 


1,37 


Sirina. 


»9 18 13 


39,1 


106 98 36 


+ 4,36 


Castor. 


HO 46 31 


57,7 


57 43 39 


7,96 


Procyon. 


11» 98 10 


47,3 


84 19 19 


8,64 


PoUnx. 


113 34 99 


55,3 


61 39 66 


8,00 


a Aydia. 


139 41 9 


44,9 


97 69 57 


15,19 


Begnlo«. 


149 56 40 


48,1 


77 9 94 


17,38 


a Ck. B&r. 


163 8 


57,4 


97 16 45 


19,30 


ß Lfiwe. 


174 58 4 


46,0 


74 95 18 


90,04 


ß Jongfrao. 


175 19 51 


46,8 


97 13 15, 


90,00 


f er. Bir. 


176 4 45 


48,0 


85 18 19 


90,00 


Sirica. 


198 55 59 


47,1 


100 18 3 


18,95 


V «r. Bir. 


905 6 36 


36,7 


89 47 4 


18,90 


Aretnnu. 


911 51 51 


40,9 


69 69 33 


19,99 


1 aVfugt. 


990 14 97 


49^ 


105 14 96 


15,90 


9 a Wage. 


990 14 7 


49,3 


105 17 10 


16,90 



10 
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Namen 


Reptascension in llogen. 


Polardistsiiz. 


der 


Am 1. Janaar 


Jährliche 


Ami, Januar 


Jährliche 


Sterne. 


UM. 


Aen^triiag. 


18X0. 






€k H. S. 


See. 


e. Mi 8. 


■ 8w. 


§ KL Bäx. 


989 50 6 


4,8 


16 6 31 


14,70 


a Krode. 


m 4A i 


85,8 


68 40 83 


* 18,4» 


dl SehlftQ^Q. 


938 61 10 


44,1 


8» 3 


11,73 


Antares. 


944 35 48 


64,9 


116 1 19 


8,68 


a Herkules. 


»56 3« 49 


40,9 


76 83 47 


4,48 


a Ophiachas. 


961 38 48 


. 41,6 


77 18 8 


3,10 


7 Drache. 


WS IT W 


»o,r 


88 8» 8 


8,78 " 


Weg». 


977 4« 43 


30,4 


51 88 40 


_ 3,00 


r Adler. 


894 86 34 


49,6 


79 49 8 


8,38 


Attair. 


896 30 1 


43,» 


18 85 37 


9,06 


ß Adler. 

1 a Steinbock. 


896 37 6 


44,8 


84 8 4 


8,67 


301 64 58 


49,9 


103 8 81 


10,80 


• « Steinbock. 


308 065 


49,9 


103 6 37 


10^ 


Deneb. 


308 49 31 


30,6 


45 81 30 


18,63 


u Cepbeas. 


318 34 10 


81,3 


88 10 87 


14,98 


ß Cepheus. 


381 34 30 


18,1 


80 18 40 


16,78 


a Wassermanii. 


389 8 4 


46,3 


91 11 81 


17,87 


Ffimelhaut. 


341 65 16 


50,1 


180 34 86 


19,10 


tt Pegasus. 


343 67 3 


44,7 


76 46 39 


19,43 


a Andromeda. 


359 46 36 


46,8 


61 64 13 


19,99 



Anmerkung. 

Da die Richtaifg der Bewegung der Nachtgleicliepancte aaf 4er 
Ekliptik der jährlichen Dewegung der Soime totgegengesetzt ist , te wild 
die Sonne b«i ihrem jfthrtfcbeii Kreisläufe den nämüchen Aeqttlndetial- 
punct immer etwas früher erreichen , ehe sie tolle 360*" in der £kl}ptdc 
darchlaafen hat. llierdi^ch entsteht der Unterschied zwischen dem 
sideri sehen und tropischen Jahre. Unter ersterem Tersteht man 
nämlidi die Zeit, welche Terfliefst, bis die Sonne wieder za dem näm- 
lichen Fixsterne zaruckkehrt. Dieser Zeitraam betragt 365 T.6St.9' 11", 
Unter dem tropischen Jahr dagegen Tenteht man die Zeit, welche die 
Seaae braacht, um zu dem nSmlichen 4equinoctimn zurnckzakelwea. 
£s sind hierzu 865 T. 5 St. 48', 48" erforderlich. 
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Von der MemNM. 

%. 64. 

Was man unter 4er Aberration des Liefats »< verstahMi 
habe, läfst sich wohl am besten auf folgende Art versümliebeou 

Auf dem Flusse AB (Flg. 85.} bewf ge sieb ^in Schiff 
a^bf aaeb der Riehtung B mit der Geschwindigkeit t Von 
dem festen Puncte wb werde eine Kanonenkugel nach dem 
Schiffe abgeschossen« Wenn das Schiff ruhte, so würde die 
Kigel in q^' eintreffen. Da aber das Schiff in der Zeit, wib« 
read die Kanonenkugel den Raum e^c^' durcheilt, eine B#* 
wegüng; von der Gröfse dc^^[nach B zu macht » so wird die 
Kugel nicht in &^ sondern in d eintreffen, und zwar ontte 
dem Winkel c'da. Das Loch, welches sie in d schlägt, 
wird so gestaltet seyn , als db sie von dem Puncte y ge-* 
kämmen wire« 

Denken wir uns nun statt der Kanonenkugel einen von 
einem Gestirn kommenden Lichipilnct, statt des Schiffte ein 
auf einem Puncte der Erde nach jenem Gestirn gerichtetes 
Fernrohr, ef stelle dasObjectiv^as, ab das Ocnlarglas vor, 
so ist der Winkel Cc^/ die Aberration des Lichts. 
Dieser Winkel beträgt, wie man aus vielen Beobachtungen 
gefunden hat, 20'',44& 

Es versteht sich übrigens von selbst,^ daOs man sich auch 
das Fernrdbr mit seinen beiden Gläsern wegdenken kann j 
die Sache wird immer dieselbe bleiben. Dafe Dieses richtig 
ist, ergibt sich, wenn man sich die Fläche ef bis an das 
betreffende Gestirn selbst gerückt denkt. Die vorhergehende 
Figur verwandelt sich dann in das Parallelogramm dcc'^/ 
(JPig. 36.}, dessen 4 Puncte immer in einer Ebene liegen. Es 



/ 



Digitized by 



Googk 



— 148 — 

stellt hier dc^^ das Stuck der Erdbahn vor , welebes von der 
Erde in der nämlichen Zeit darchlaafen wird , während das 
Licht den We^ cc^^ znrnckle£t. 

c ist der wahre Ort des Gestirns, 7^ der scheinbare, 
Cf^ ist ein Bo^en am Himmelsgewölbe und = 20'', 448^ 
Diese Grölse wollen wir känftig durch das deutsche 9( be- 
seichnen. 

Es ergibt sich aus dem Vorhergehenden, dafs die 
Aberration nur von dem Verhältnifs der beiderseitigen Ge^ 
schwindigkeiten, der Erde und des Lichts, ([oder von dem 
Verhiltnifs der Entfernungen dc'^ und cC zu einander) 
abhängt. Wfire die Geschwindigkeit I des Lichts gegen die 
Geschwindigkeit t der Bewegui^ der Erde unendlich grofs, 
so wfirde keine Aberration statt finden. Die Geschwindigkeit 
des Lichts verhält sich aber zu der der Erde wie 1 : 0,00009911RS. 

Es ist also Cd : C'c = t : I oder c"d = cc'^ . y = 

cc'^ .0,0000991872. Drucken wir den Coefficienten von ee'> 
in Bogensecunden aus, d. h. di%idiren wir ihn durch sin V\ 
so folgt: Cd = cc . 20 S 448 = cc . 81 = er'. 

§. 65. 

Es sey nun (Tig. S7.3L=Gr dieLänge der Sonne, %s=Fr 
die wahre Länge, ß die Breite und r die Entfernung eines Sterns 
von der Erde. Bestimmt man die Lage des wahren Ortes des 
Gestiriis gegen den Mittelpunct der Erde durch drei recht- 
winklige Coordinaten, x, y, z, wo x in der Linie liegt, 
welche den Mittelpunct der Sonne und den Mittelpunct der 
Erde verbindet , und wo x und y in der Ebene der Ekliptik 
liegen, so ist 
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z =s r . siü ^ 

mn SS/ . cos'^ 

y :=. r . cos ß . sin fX — L) 

X = r • cos ^ . Gos (^X — L) 
Bezeichnet man dieselben Gröfsen fär den scheinba* 
ren Ort des Gestirns darcb x^, r^, §^ n. s. w., so ist ebenso: 

X' = r' cos ß* . cos (X^ — L) 

y/ = r' . cos ß' sin (V — L) 

z' Ä5 W . sin ö' 
Errichtet man an dem wahren Orte des Gestirns in der 
durch diesen wahren Ort und die Tangente EB der Sonnenbahn 
gelegten^ Ebene eine gerade Linie Sb s=]20'', 448 . r*), 
welche parallel mit dieser Tan^eente ist, so wird der Endpnnct 
b dieser geraden Linie den scheinbaren Ort des Gestirns be- 
zeichnen. Da aber die Tangente des Kreises aaf dem Halb- 
messer desselben senkrecht steht, so ist die Tangente d^ 
Sonnenbahn auf der Axe der x senkrecht, d. h. die Tangente, 
also aach die Linie Sb, ist mit der Axe der y parallel, daher 
y' = y — Sb. Die beiden andern Coordinaten sind offenbar 
dieselben wie x and z. 

Wenn wir daher den Winkel FnG dnrch a bezeichnen, 

so fet tg, = X ;= -y-i^, und tgß^-^ 
° x.sec(X-L) =^cosO-L), 

*ff?=~C08(X-L). (I.) 

Ferner ist: -g. + -|i?. =<g(X~L)=ste O'-L) 
+ r . cos ß' cos (X/ — L) ^^^ 



•) In der Fig 86. Ueft Sb s: ey ss de« = cc" .% 
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Ebenso ist : 

tgß'=-^m (V - L) (m.) 

Oividiren wir die Oltfchoi^ L dordiilie (Heidmig in., so 
künmt: 

tg g COS C>' -^ L) 

tff ß' COS (V ^ L) 
oder 

»> = »'^ ^Iv-l') ovo 
$• w. 

Die Oleichangenll. and lY. dienen zur Bestimmung der 
wahren Lfinge nnd Breite des Gestirns. Man kann aus 
ihnen anf folgende Art die durch die Aberration des Lichts 
bewirkte Aendemng in der wahren Breite upd Länge des 
(Bestikms berechnen, d. h. die Gröfsen d^ nnd dX. 

Bi ist erstens ; 

ÜfC^ - 10 ^tis (V ^ L) + eosy J(V-L) 
_,a/ ,V . 1 ' 

"^ COS »(X W li) ' 

und s&weitens folgt aus lY : 

(Snbstituüren wir den Werth von cos *(X — L) in die vor- 
letzte Gleichung, so fo|gt: 



'^tg«^.cos»(X'--t)~"*=**«^^'*^'^^+co}.^'.co8(V--.X)« 

a , 8t« 
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Dan letaltea Theilsatz köpmeii wir verntcblüssigfn, it^ U^ 
eine sehr kleine Gröfse ist Daher 

tg >^/ _ gsin (v-t.) . a . 

tg *^ ~ "^ cos ß' ' 

sin »g^ cos ^^ ^ 1 . 2 sin (X' — L) a 
cos *^' • 9111 *^ — 1 i- ^ ^^^ ^. ; 

. ,öv ^j aü. • ^fl I 2 cos *3'. sin *^. sin (X'— Da 
sin *ß' . cos *{} c^eos a^' mn *3 rf r-^- co rf^ ' ' — ^ 

sin 2^'. cos ^ß— cos *^' . sin *^ =2 . cos ß^. sin *? . sin (V— L) a j 

oder 
(sin|ß^.co$ ^4- cos ^^sin#3 (^sin^^.eos ß-^^s jß^ . sinO 

= 2 . cos ß' . sin *ß . sin (X/ ~ L) . a ; 
sipO'+ß}|8ipC^-ß)f=?2-i?paß^«ip*ß.«q(:^'-JU).aj 

oder sihenmgBwettie : 
sin Q^ + ^0 . sin fß' — ß) = 2 . cos ß' sin ^ß* sin(;X'~ l/) fl 5 
sin2 ^^ sin Qß'—ß^=2. co(i,ß' ^91 ?^sin ß' . sin (l^— L) . aj 
8ßiiiß^co3ß/(;ß'-^?3f»=:!¥,eos^S»in?^«iE^/-i^in(;V--li3.a; 

ß/.^ß 53 4^ir=»li ^ . si»0' -^L) . a, 

^ Es ist aber X* — h — — (h — p') imd in) AHg^ipeMfieB : 
SMi -^ X ?;$; — ^Q y , daber 
(A.) dß=- sin ?/sin(L^XO a, odßr— «fl ß r^in (L^X)». 

S. er. 

Sachen wir nun auch eine Formel für die Oröfse dX zu 
bilden. Es ist: 

Setzen wir deshalb 

sin (X — L) _ sin ( X^ — L ) a 

cos (X — L) cos (X' ~ ]Q) "+* cos ß< . ©OS (X' — L) 
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sin (X — L) . cos (V — L) = sin (V — L) cos (X — L) 

, cos (X — L) 81. , 
■*" cosf ß' ' 

sin CV — L) cos (X — L) — sin (X — L) . cos (X^ -^ I^) 

_ cos (X L) g. 

sin [(X/ — L) _ (X — li)] == sin (X' — X) 

= — at ^^ CO T — (näberongsweise.) 

Ss ist aber im Allgemeinen cos — x ?=? cos x 

nnd X — L = — (L — X) ^so cos (X — L) = cos (L — - X) 

daher 

m (X'-X) = (x/^X) :;:^ dx = - 31 . ,£2!^zia.CB0 



Die Formeln A und B drücken also die durch die Aber^ 
ration des Lichts bewirkte Aendemng in der wahren Breite 
und Lunge der Gestirne ans. 

«. «8. 

Bilden wir nun auch die Formel für die durch die Ab- 
erration hervorgebrachte Aenderung in der Rectascen- 
sion und Declination. 

Bemerken wir zu diesem Behufe vorerst, dafs in dem 
Dreieck LNS (Fig. 88.) 

sin (90» + a) : sin 90« — ß) = sin (90<» — X) : \in (90—») 
oder cos |i : cos ^ == cos X ; cps J,*) Q.]) 



OHierant folgt: 



cos /3 sr 



cog A . cos /3 

COB h 

cot a . cos d 



•*•"'=' —^-SSTä ' 



COS X 



CO. » . «w i 

<^ ß 
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wo a tts Rectaseendon , 

ß = Breite, 

% SS Län^e, 

9 =c Dedination ist. 

Es ist ferner : . 

cois (90<» 4- a) cos e + cot (90<^ — %) sin (90 + a) 

= cot (90« — J) sin e; 

— sin a • cos e + tg X • cos a = tg 9 . sin e ^ 

tjg^ % . cos a ;ss tg d • sin e + <sin a cos e 

tu- X — t gg>sine + sina>cose ,*•. 
* cos a ^"'' 



Es ist ferner : 
cos (90» + a) sin (90 — ») sin e a» cos (90 — ^) 

— cos (90 — *) cos ej 
i— sin a . cos d . sin e SB sin ^ — sin 9 . cos e ; 

daher: 
sin ß ^ sin d . cos e — sin a cos <T . sin e (lU*^ 



J Wenn X, ß und e bekannt ist, so ist ebensQ: 

^ COS X ^ -^ 

(siin d == sin X . cos ^ « sin e + sin ^ • cos e (V*) 



Fär die Bßstiimnung des Winkels I^SN s ^r dienen di0 

Gleichungen t 

cos a . sin e cos X • sin e txn\ ^ j^- 

sm « = — a *=^ -" y ( VlO • ooer 

cos ^ cos o ^ ^ /5 

^ . cotte.cos^T+sin^.sina cot.e.cos5— sin^.sinX 

cot n s=: = SB ' — > ■ ■ ; 

cos a cos % ' 

^ . cos e . cos 9 + sin d • sin a . sin e 

COl 9 s= II I I . , . ■ U li > I 11 » 2 

Sin e • COS a ^ 
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. cos e • cos ß — sia e » ois 1 « üla 1. . v«. . 

cot w = . r — ~ ( VII.) 

sin e • cos X 



Endlich findet auch nock die ßttMbaäg «tatt : 
sin Ar . cos ^ == sin a • cos d . cos e + sin ' . 8» e. (VIII.) 

8. 69. 
Differentiiren wir nanmehr die Gleichung: 

^ ^_ sinX.cose— tgg. sine _^^^^ ^^^ , ^ sin e 

indem wir a, § und X als veranderUch Mnehmen , so kommt: 

da dX ^^^ ^ t£:^.sine.sihX.dX sine.d8 

cos >a cos >X cos >X cos iL . eos ^^ 

% A% . cos € . cos *« ^^ tg^^sin^.sinX. dK.oos^ 

cos »X . I5W *X 

_ i|io ^ . d^ * cos >« 
cos X . cos *^ 

Substitoirm wir stntt dji hikI 4 ^ ihre of^en ^efun^M^ Wofw 
tibe, so fol^: 

jft — « :Cas.(Ii — X) cose.gost^ , Q, cos(Ii— X) 

cos ß cos »X ^^ ' cos (J 

f|^ 9*nn e.ebi X.cos »a , q- ^. /» l^«•,.fl «ne.cas^ 

cos U T^ V y r COSX.COS*^ 

Setzen wir in dem ersten Theilsatze des zweiten Gliedes 
dieser Gleichung statt cos ß ^ in dem zweiten Theilsatze statt 
cod a, in dem dritten Theilsatze statt eos X die entspredien- 
den Werthe , so folgt : 

j «i <5os <L -^ X) . cos « • -cos *a , cos X 

cos*X . cos a . cos * 

, ^ cos (L — X) , tg p . sto e . sin Ä 4qs «X. Cß»»ä 
• COS ß . COS % . cos ** 

I ai -:.. ^i -i^ .^ A «in © • €0» % cos ? 
\. -^ ^^ ^ . oos ^^ . cos a . cos ^ ' 

Digitized by VjOOQ IC 



^ IM ^ 

d —81 COS g * COS ft ' eoB ih^^ >») 
■ ^ cos X . cos 9 

, a • t^os (I^ -^ X) flin ^ . sin e , jsiiti % 

^ T COS ** 

1 Qf rill (L ^ % ) sin ^ « sin e • CDS a 
' COS J , cos p 

A^ V • CDS 6 • cos a tcos L . cos k, 4- rin ti . dm X] 

*^* ci» 1^ . cos d 

g {COS )t , cos Lf + sin L ■ sin X] sin g . sin e . sin X 
■^ cof *> 

, g (sin L cos , X — cos L . sin X) sin g , sin e . CQS a 

**" CQS 1^ # CQS ß 

,^ g . cos e • cos a . cos L . cos % 

cos X . cos S 

SI . cos e . CQS a . sin L . sin 31 



cos X . cos ä 
. 9 . <;os X . cos l< sin fi 

/^ COS *o 

, g • Sin L . sin X • sin ß . sin e • sin X 
^ COS «» 



9 • <;os X . cos l< sin fi , sin e • sin X 

- II i'i' tf * i i m i» ■»■ ! > ■> »< 

COS 



, 31 • sin L cos X sin ß . sin e • cos a 
COS 9 * cos ^ 

— ^ * cos I^ . sin X sin ß sin e . cqs a 
cos d . COS ^ r 



W l » ■ ■ 



S^teeo wir ip den b^den letzten TlieOsAlzQo statt ei» ß sei- 
nen Werth^ w folgt: 

da = — ^ ' cos e , cos II > cos I4 * 
cos ^ 
_ 81 « cos e > cos a ♦ sin L ^ X 

cos 8 
1 91 • cos X • cos L r lifo ^ * sin e • sin X 
^ cos ** 
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a . gjn li sin *X sin g . am e 
"'" cos ** 

g sin L cos >X > sin g > sin e > cos a 
"^ cos ^ . cos a cos ^ • 

_ 81 . cos L , sin X . sin g . sin e » cos a , cos X 
cos d . cos a . cos 9 

Bezeichnen wir in diesem Wartbe von d a den ersten Theil- 
safz durch I, den zweiten durch 11, den dritten durch ID 
n. s. f., so fol^ femer, da sich UI geilen VI Jiebt: 

, _ _ j _ jj , 8( sin L . sin g . sin e . (sin *X + cos *X) ^ 
""" cos ^8 ' 

, _j j^ . 8( ■ sin L , sin e . sin g 

cos *J ' 

da — * — ^ ' ^<><^ ^ * <^Qs a > cos L 
"^ cos * 

$1 • sin L / ^^ ^ ^„ ^ . . sin e • sin g\ 

5 — I cos e . cos a . tg A — — 5-^ 1. 

cos ^ \ ^ cos 8 J 

Snbstitnirt man die Werthe für tg % und sin g aas den 
Gleichungen II und m, so folgt: 

j _ _ 81 . co s e . cos a . cos L 



cos 9 
Sl . sin L 



cos d 



Tcos e . (sin a • cos e + tg i • sin e) 

sin e ■ (sin d • cos e — sin a « cos 8 . sin e) i 

""^ cos 8 J 

a . cos e . cos a • cos L 81 . sin L.cos ^e.sina 

cos 8 



. cos * 




Sl . sin L • tg ^ • sin e . 


cos e 


cos 8 




81 • sin L . sin e * tg 9 


.cos e 


^ cos 8 




81 * sin L / sin a mn >e 




cos 8 
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Der dritte ThdftuitB bebt sich hier gegen den vierte ^ 

daher : 

, Sf • cos e • cos a • cos I4 
*• = SSTd — 

H' . sin L • sin a r « 1 • • -1 
EST« ^^ '« + *"» '«1 

_^ gl COS e . cos a • cos L ^ sin a • sin L 



cos ^ cos i ' 

Also endlich: 

da = — -rr— 5 fcos e . cos a . cos L + sin a . sin LJ 

cos o ■- V "■ 

Auf ähnliche Weise finden wir auch den Aosdrock f&r 
d^ oder die Aberration in der Declination. Wir haben 
nindich (^Gleichung \.') 

sin d = sin X cos ^ . sin e + ^n ^ • cos e 
Hieraos folgt darch DilTerentiation , wenn wir 8^ ß and X als 
veränderlich ansehen : 

cos 9. d^scos^ . sin e . cos X . dX — sinX.sine.sin^.d^ 

4- cos e • cos ^ . d^. 
Substitniren wir die Werthe von dX nnd d^, so kömmt: 

j ^ ^ sin e . cos X . 81 cos (L — X) 

dd = — cos ß ~5 5^= ^ 

^ cos 8 \ cos § 

, sin X , sin e . sin ^p . a . sin (L — X) 
"*" cos 9 

cos e . cos g . 81 . sin (L — X) sin ß 

cos 9 

_ _ sin e « cos X , 81 . (cos L > cos X + sin I^ , sin 3t) 

cos 8 

, sin X . sin e.sin ^ß . 81 (sin L , cos X — sin X. cos L) 
""" '"'* cos 8 
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-^ -^ sin e * cos U , g ^ CQil JL sirt e ^ cte X , H sin L * i§in Ifc 
cos 8 cos d ^ 

. sin X sin e . sin »g . a 4 süi li * cds ^ 
cos J 

sin e • sin ^^ • 91 • sin >% . cos L 
cos * 

cos e . cos ^ . 91 . sin 5 • sin h * tö^ X 

.i— 5- —X. - .1 1,1.11 

cos 9 
^ COS ß . COS ^ , 31 . siii ß • sin X ^ töH h 
' cos J 

Nennen wir zor Abkärxlttig den ersten li'heilsatz A, den 
ssweiten B y den dritten C a. s. f. ^ sd ist ^ 

aj — _A_B + C-D-JB+F. 
Da aber sin *^ = 1 — cos *ß ist, so ist M^li 

p , «in Xr 4 sin e » 81 * sin L cos X 

'" cos ^ 

sin X • sin e . cos ^^ . 31 « sin L co^ l 
cos o 

oder der Kfirae halber C == C — C''. Bief hebt sich C' 

gegen B« Die Summe von E, B und C ist also: 

. at cos e > cos g . sin g . sin L , coi^ X 

cos d " 

c. sih >* ^ sin e « cos ^ß . sk L . cos % 

*— ^ — -^ ^ 

cos o 

Dieser Ausdruck wird = — 91 . cos a . siii ^ • sin L, wenn 
wir statt cos ^ . cos X seinen Werth cos a • cos ^ und statt 
sin ß cos e + cos ß . sin X sin e seinen Werth sin ^ setzen. 
Addiren wir nun auch die Werthe von F , D und A^ so 
kömmt: 
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_ 51 cos L . sin e (tSfift >^ . rtt» »Ar + cte ^> 

"' cos 8 ' ~' 

Q- COS fi r ^ . ' ^ . ^ 

= 81 ^,^ ;| [cos e . COS § . sm 3 . sin 3t 

— sin e (sin ^ß Biti ^ + cos «X) J 
«= Sl cos L /" ^^^ ^ ' ^^ A> , sin ß . cos ß 

\ . CQS J 

■ ^ _ s in e . sin »^ , sin U ^ sin e . cos U \ 
cos a cmf^ ) 

sine .sin ^ß . sin *X sin e (l — sin *X) \ 

cos a cos a / 

4= a '. C.8 L (cose.sinX.sm^.cos^ g"» e . sin U 

V cos a ^ COS d 

_ sin e . sin, »X .sin »^ _ sin e \ 
cos 9 cos d ) 

= SI . cos L /^ ^Q'^ ^ ' sin X , sin g . cos g 
\ cos* 

. sia e . sin ^ (1 -^ sin »g) sin e \ 

cos a cos * y 

_ 21 jr / cos e . sin X . sia ^ . cos ß 

\ cos d 

, sin e . sin »X . cos »ß __ sin e \ 
cos 9 cos a y 

Substituireii wir jetzt st^tt sin ^ and sin X . cos ß ihre 
Werthe ans den Gleichungen III. und VIII. , so folgt: 

l? + D+A=:a.eosL r_^<>s»e.sin»a>eoii>a.aiae 

L cos d 



sin 9 . sin a . cos <T sin »e . cos e 

S'i't III I I I i III II III i> 
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. sin a . cos > cos >e > «in 4> , sin ** . sin e * cos »e 

*** cos 9 "* cos 9 *" 



+ 

+ 



sin e . sin ^a . cos *9 . cos 'e 

cos * 
2 ■ sin a . cos 9 . cos e , sin ^ > sin *e 

cos 9 
sin ^9 . sin 'e sin e 



. sin »<y . ain "e ^ sin e 1 
"** cos * cos ^ J 

[. ^ Vsine — sin *^ • sin e\ 1 
cos e . sin a . sm 9 — [^ — ^ -^ ^ — =^ j 

t= 91 . cos L (^cos e • sin a . sin (T — sin e • cos ^3 

Addiren wir nunmehr die Samme von E, B tind C sm 
der Somme von F, D and A, so fol^t: 

dd=L-^ 9 • cos a • sin' • sin L + ü^cosLcose^nnai^sind 
-^ 91 • cos L • sin e . cos 9 

dB *— 91 . sin e . cos ' • cos L — 9( . sin ' ([cos a . sin L 
— cos L cos e . sin a}* 



Die Gröfsen d%, d^,da,d9, oder die Aberration in 
Lfin^e, Breite, Rectascension and Declination, werden mit 
ihren respectiven Zeichen zu den wahren (^oder mittleren^ 
Gröfsen /i^eschlageii , am. die scheinbaren , von der Aberra- 
tion afficirten Orte der Gestirne za erhalten. 

$. 71. 

Um den Gleichungen fär da and dA eine zor Rechnung 
bequemere Gestalt zu geben, bemerken wir, dafs man dem 
allgemeinen Ausdrucke: A Cq. cos b . cos c + ;9in b • sin c} 
immer die Gestalt x . cos (b — c + y) geben kann, wenn 
man die Gröfsen y, x gehörig bestimmt. Löst man nüm- 
lich den letzten Ausdruck auf, so hat man: 
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(x . CM b . cos y — X . sin b . sin y) cos c + (3C • sin b. ctsy 

+xcosb«siny)sincs3Aq .cosb.cosc-fA.sinb.tiB«, 
und wenn man die Factoren von cos c und sin c auf beidm 
Seiten gleich setzt, so ist: 

X (cos b . cos y — sin b . sin y) = A • q • cos b ; 

X (sin b . 008 y + cos b . sin y) = A . sin b . 
Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen durch sin b 
und die zweite durch — cos b, so gibt ihre Summe: 

X . sin y s (1 — q) A • sin b . cos b« (I.) 
Multiplicirt man dagegen die erste durch cosb, und die 
zweite durch sin b, so gibt ihre Summe: 

X . cos y = A — (1 — q) A . cos ^b (IL), 

«^ü j ^ X (1 — q)sinb.cosb ,»t¥\ 

woraus man sofort findet: tgy= i:;::n:::::rsycos^ ^ ^ 

Erhebt man die beiden Gleichungen I. und IL ins Quadrat 
und addirt sie, so folgt: 
X» =: [Cl — q)* sin ^b cos *b . + 1 ~ * (1 — q) cos «b 

+ (1 — q)* cos *b cos *b] A* 
= [sin *b . cos *b — 2 q . sin *b . cos *b + q» sin »b . cos * 

-f- 1 — 2 cos *b + 2 q . cos *b 4- cos ^b cos * 

— 8 q cos *b . cos *b + q* . cos *b . cos *b J. A* 
=5 [cos b* (sin *b -f- cos *b) — 2 q cos «b (cos *b + sin «b) 

+ q* cos ^b (cos ^b + sin^b) + 1 — 2 cos % + 2 q • cos >b jA^ 
e=[cosb* — 2qcos*b+q*cos*b+l— 2cos*b+-2qcos*b]A» 
-= [l _ cos *b + q» cos »b] A*= [1— (1— q») cos «b] A« 
daher x = A v^ [1 — (1 - q») cos *b] (IV.) 

$.72. 

Wendet man Dieses auf den Factor: 

31 (cos e • cos a cos L 4- sin a . sin L) 
der Gleichung für da, und dann auf den Factor: 

Sl (cos a • sin, L — cos e • sin a . cos L> 

11 
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dar Oieiekiiiig für dd an, s^ist fir den ersten Faetop csm, 
ttiMl fibr den sweitm c s» 90 + a und für beide q« es cos e, 
k as L. Also ist 






1 — » (sin -|-y cos *L 

x 8SS --p .^ 1 — sin *e . CO» *L ^ 
und 

** = ~ "ESTa" ^^® (*- + y - »)5 
8l(cosa.skiL— cosesina,cosL)=xcos(l<— (90 + a) + y) 
= xcos (L— 90— a + y) = xcos [—90+ (L — a + y)J 
er X cos — [90 — (L — a+y)] = x cos [90 — (L— a+y)] 
=ax. sin (L — a + y), 

also — ^ Sl sin ^ (cos a . sin L — cos e . sin a cos L) 
«s — X . «in * . sin (L — a + y). 

Endlich kann der Theilsatz — 31 . sin e . cos ^ • cos L 
ducdi die beiden Theilsätze : 

— H . — s-^ . cos (L — «) ^ eos CL + ^) 

ausgedruckt werden , daher ist 

d» s—x.sin a.si»(t+y— a) — -^^yP" • cm (L - a) 

- Xi|*^ cos (L + a). 

$• TS. 

da, da hat man auf zwei Tafeln gebracht, deren erste 
die dem Argumente L, oder Länge der Sonne, entsprechende 
Gritfste X und y und die zweite die den Argumenten L + a 

und L — a entsprechenden Gröfsen — -«- sin e. cos (L-^f ) 
und — jY ^ ^^ ^^ i^ + ^) enthält. ' 
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$. 74. 

Beispiel. 

Es ney die Rectascension a eines Sterns 8 261*81^, die 
Declination S = 12«,4Ss die Länge L die Sonne b 40<» 52^ 
Es ist also y SS 2« 28' 
Für L =s 40«" würde log x » 1, 2868 und fflir L » 4V 
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wänie log X s 1 . 3680 seyn. Es ist «b» Mr I< =* 40* 52^ 
log xasl , 2859; L + y— «ist=40» 58' + 2» 28'~261«S1' 
= — 218yi'; cos (-218»,110 = — cos 88»,11'. 
Es ist ferner log . cos . 88»,11' ss= 0,8954 — 1 

log X aa 1^9 

11,1818 — 10 
log cos » SS 9,9892 — 10 



log da = 1,1921 
da SS + 15",6 



log sin 88«,11' = 9,7911 — 10 
log sm 12»,4S' = 9,8427 — 10 
log X =: 1,2859 



log 2'',6 = 0,4197 

Ferner ist L + » = 53«,S5^, h — 8 ss 28«,9' 
Wir finden daher aus der zweiten Tafel 

'-2Y — cos(L— «) = -fS^jÖ nnd 

- -^W^ "^ ^^ + «) =+ 2'',4 
Es ist also endlich da =: 2<',6 + 2",4 -f- 8'^, 6 s: -f- S'^, 0.> 



Sechstes Capitel. 
Von der Nutation. 

$. 75. 

Aus dem vierten Capitel ist ans bekannt, dals der Pol 
des Aequators in dem Zeitranme von 25848 Jahren einen 
Kreis M N P (Fig. Sa) am den Pol der Ekliptik C beschreibt, 
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dessen Hattmesser 'C W r=: « =sbi der SdMef« der Emptik'tot, 
nnd d9^s in dieser Bewei^ng dce Pric^sion der Naehtgtei«^ 
chen ihren Urspnin]^ hat. 

Durch seharfe BeobacMun^n hat man aber die wiiitere 
Bemerkung gemacht, dafs der Pol des Aequators bei seinem 
Kreislaufe um den Pol der Ekliptik einer beständigen Schwan- 
kung (Nqtation) ui^terliegt, und fortwährend kleine Ellip- 
sen beschreibt. Die Zeit ^. welche der Pol des Aequators 
braucht, um eine solche ERipse (FSQR) zu beschreiben, 
beträgt 18 Jahre, «23 Tage, 7 Stunden , 13 Minuten. 6e- ^ 
nane Untersuchungen haben ergeben , dafs die grofse Axe 
einer jeden solchen Ellipse = 19^^,80 = 2 h, die kleine Axe 
dagegen = 14'^,3ß = 2 g ist ? 4ie erstere berührt den Breiten- 
kreis , die letztere steht senkrecht auf dejnselben. Der Mit- 
telpunct der Ellipse wird der „ mittlere Pol " des Aequators 
genannt. 

Die Länge des wahren Pols, der in der Peripherie der 
Ellipse liegt, wird auf folgende Weise bestimmt. Man beschreibt 
in der Ebene der Ellipse einen £jreis, dessen Halbmesser 
die halbe grofse Axe h der Ellipse ist, und denkt sich einen 
Halbmesser dieses Kreises' Wm in g!eichförmiger Bewegung 
um sgeinen Mittelpunct, und zwar in einer Bjchtung, welche 
der jährlichen Bewegung der Sonne entgegen ist, so, dafs 
dieser Halbmesser mit der halben grofsen Axe RW dann zu* 
sammenfällt , wenn der aufsteigende Knoten der Mondsbahn 
in der Ekliptik mit dem Frühlingspuncte zusammenfällt.^) 



*) Die MondBbahn macht mit der Ebene der Ekliptik im Mittel einen 
Winkel von 5** 8' 49", und dorchachneidet sie also in zwei einander 
gegenüberliegenden Poncten, die man Knoten nennt. In dem auf- 
steigenden Knoten Ä erhebt sieh der Mond über die Ebene der Ekliptik 
naeh Norden, in den niedersteigenden jj geht er unter dieselbe 
hinab nach Sud^n. Eine gerade Linie von einem dieser Knoten zum 
andern beifst die Knotenlinie der Mondsbahn. 
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Filtt man dann von dem Endpnncte dieses Halbmessers 
aaf die groke Axe der Ellipse ein Perpendikel herab, so ist 
der Dorchschnittspanct t dieses Perpendikels mit der Peri- 
pherie der Ellipse der Ort des wahren Pols des Aequators. 
Diese Bewegung des wahren Pols in einer Ellipse um den 
mittleren Pol stellt die Nutation vor. 

Da hiernach die groCse Axe der Ellipse in dem Colore 
der Solstitien. liegt, so wird der Winkel, welchen der beweg- 
liche Halbmesser Wm mit der Knotenlinie der Mondsbahn za 
der Zeit bildet , wo jener Halbmesser mit der grofsen Axe 
der Ellipse zusammenfällt, ein rechter seyn, und da die Be- 
wegung des Halbmessers sowohl, als die des mittleren Moods- 
knoten gleichförmig ist, und in derselben Richtung vor sich 
geht , so ist klar , dafs dieser Winkel während der ganzen 
Umlaufszeit des Halbmessers Wm ein rechter Winkel bleiben, 
d. h. dafs der Halbmesser mit der halben gröfsen Axe W R 
immer einen Winkel bilden wird , welcher = der Länge des 
aufsteigenden Knotens der Mondsbahn in der Ekliptik =: A ist. 

$. 76. 
Bezeichnen wir nun den Perpendikel mn durch z, das 
Stfick tn durch y, das Stock Wn der grofsen Axe durch 
X und den Winkel tW» durch A, so hat man: 

also auch, wenn wir den Werth von x aus derersterenGlei- 



(Ocht nur die Meignng der Mondsbahn, sondern auch die Lage ih- 
rer Knotenlinie ist veränderlich. Jene kann sich am etwa 9' andern ; 
diese weicht täglich um 8' lO'^ nach Westen surnck , so dafs sie in 
18 5ahren 22ST. t St. 18' einen ioUeii Kreis beschreibt , Wdbei man 
die Erde als stillstehend betrachtet 
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ekung: sobstitoiren : tg A s -j^ . tg A and da -^ ss -^ ist, 

so hat man ferner t^ A ss-^ ^ A 

Endlich ist: x ss h . cos A und y s x . t^ A. Sab- 
stituiren wir in dieser letzten Gleichong statt x and tg A 
ihre Werthe, so folgt y = g • sin A. 

Verbindet man den Ponct t mit dem Pole der Ekliptik, 
d. h. mit dem Pancte C, so entsteht das sphirische Dreieck 
t n C , in welchem die Seite tn=y, Cn= e + x, Ct=se 4- de 
ist; der Winkel tCn ist =3 der gesuchten Yerfinderung des 
Aequinoctialpunctes = dX. 

Bekanntlich verhAlt sich in einem sphärischen rechtwink- 
ligen Dreiecke der Cosinus der einen Kathete zu 1, wie der 
CoMnos der Hipotenose za dem Cosinas der andern Kathete. 
Man hat also cos (e + de) = cos y • cos (x + e)* 

Es verhilt sich femer die Tangente einer Kathete zu 
der Jangente ihres gegenüberstehenden Winkels , wie der 
Sinus der andern Kathete zum Halbmesser. Daher 

* sin (x + e) 

Niherungsweise kann statt dieser beiden Gleichuqgeii 

gesetzt werden: de = x ; dX = — r^^ — , 
^ ' sin e ' 

weil X, y und de nur sehr kleine Gröfsen sind. Substituirt 
man die obigen Werthe von x und y , so folgt : 
de SS h • cos A = d"fiS . cos A 

dX = — g -^J-~-= — 18'',088inA,*)wenne«W«»i8t 



*) Wein sich der onfstelgeiide Knoten der Mondtbahn Im ersten Qua- 
dranten der Läof e befindet, eo wird die LSnge der Sterne dureii die 
Notation Termindert; datier dai Zeichen — l>ei dem Werthe für dA« 
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IHeses säid also die Aasdräoke fSr die durch die Nuta- 
tion bewirkten Verfindemn^en in der Schiefe der Ekliptik 
und der Länge der Fixsterne. 

Die Breite der Fixsterne wird von der Notation nicht 
afficirt. 

$. 77. 

Sachen wir nun aus den Gröfsen dX und de die Nuta- 
tion der Sterne in Rectascension (^da} und in Dedpation 
(^dd3 ^^ bestimmen. 

Wir differentiiren zu diesem Zweck die in dem vori- 
gen Capitel $. 68. angegebenen; Gleichungen III und V. 
Ans der erstem folgt, wenn wir a, 9, X, (} und e als ver- 
ünderlich ansehen: 
cos ^ • d^ = — sin a ^ cos 9 • d . sin e — sin a d cos 9 • sin e 

— d sin a . cos ^ . sin e + sin 9 . d cos e + d sin ' • cos e 
s= — sin a . cos 9 . cos e . de + sin a • sin ^ . sin e . dd 

— cosa.cosd.sine. da— sin ^.sine« de+cose.cos^.dd 

Setzen wir statt cos aus der Gleichung VI in dem nflm« 

liehen Paraeraphen seinen Werth , und lassen 

^ ^ sm 3» 

wir blofs d^ auf der linken Seite der Gleichung stehen, so 
folgt: 

sin a • cos 9 • cos e • sin ^r . d e 



+ 



cos a . sm e 
sin ff • sin a . sin 9 • sin e • d<) 



cos a . sin e 
siniK . cos a . cos^ . sin e . da sin ^ . ^m ^ . sin e . de 



cos a . sm e cos a . sm e 

sin n . cos e . cos ^ . d ^ 
cos a . sin e 

Der zweite und letzte Theilsatz sind vereinigt =;: 

j ^ /" sin a . sin 9 • s^e 4- cos e . cos ^ \ 

sm « d^ l — ^, . — ^1 

V cos a ; sm e / 
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Setzen wir statt des zweiten Fa<^is dieses Awdnickes 

seinen Werth aus der Gieichung, weiche der Gleiehnng VII 

im vorigen Capitei unmittelbar vorausgeht, so erhalten wir: 

sin 9r . dd . cot n = cos 9c . d<^ . =s A. 

Der dritte Theilsatz des Werthes von d ß ist 

= — sin 91 . cos ^ . da = B. 

Die beiden übrigen Theilsätze sind vereinigt ^=i 

'^ sin Ä.de ^. -, ..*.-k 

::::z~2 — ^-^ ^ f s>ö a . cos a . cos e 4- sin a . sm e j 

cos a . sm e ^ ' -^ 

Setzen wir statt des zweiten Factors dieses letzteren 
Ausdruckes seinen Werth aus der Gleichung YIII, so kftmmt: 

sin ^ . de . sin X . cos ß 
cos a . sin e. 

Setzen wir endlich statt sin n seinen Werth atis der Glei- 
chung VI, so folgt: 

cos a . sin e . d e . sin X . cos ß • ^ ^ ^ 

ä — .— — = — sin A . de = C. 

cos ß • cos a . sin e 

Durch Addition der Werthe A, B und C erhalten wir endlich: 

d ^ =s dd cos ^ — da . £»n 3v cos d — sin X • de (1.) 



Auf ganz ähnliche Weise finden wir aus Y den Werth 
dd = dX • sin 9f • cos ^ -|- <1^ • <^os 9s -f de • sin a (2k) 

S. 78. 

Aus diesen beiden Gleichungen 1 und 2 folgt, wenn wir 

d^ = setzen: 

, ^ d ^ . cos ?r sin X . de . « v 

da = —. 5 ■ » (8.) 

sm n . cosa sm w . cos * ^ 

d(t s= dX . sin 9s • cos ^ 4. de . sin a (4.) 

Snbstituiren wir dial^ Werth von d^ in die Gleichung 
(8.), so folgt: 
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, ^ dX • sin 9r • cos ß • cos m . de • sin a . cos n 

da = ! ^-5 1- ; 5- 

sin n • cos o sin 9v • cos o 

sin X # d e , - . 

sm 9v . cos ^ ^ ' 

Substituiren wir nanraehr statt dX und de ihre obigen 

Werthe ($.76.) in die Gleichungen (4) und (5), so folgt: 

d<t =s — ff -5!B — sin 9f . cos (} 4- h . cos A sin a (6.) 

, * sin e ^ ' 

. sin A cos g > cos ^ h > cos A sin a . c os n 

* ~ ^ sin e • cos d "*" sm 9 . cos ^ 

sin X . h . cos A 



sin 7t . cos ä 

'sin X-^sin a. cos »N h . cos A 



sin A cos ß . cos n /sin X-^ sin a. cos n\ h . cos 

^ sin e . cos d \ sin » / cos 8 

rt aber , dafs : 
=5 «sin > • cos a , 



Die sphärische Trigonometrie lehrt aber , dafs : 

sin X — sin a . cos ^ 

sin n 

daher 

, sin A cos ß . cos « , \ sin * . cos a. ^« ^ 

da = — g -. — '. — ^-^ h . cos A — rrz-% — (7.) 

® sm e . cos o cos o 

Es ist femer ans der Trigonometrie bekannt , dafs : 
cos 9f • cos ß = cos e . cos 9 + sin e • sin 9 • sin a, 
sin V • cos |3 = sin ,^ • cos a 
Substituiren wir diese Werthe in die Gleichungen 6 und 7, 
so folgt: 

da= — g.sinAcote— (h,cosacosA4-g.sina.sinA)(gd(8.) 
d^ = — (g . sin A cos a — h . cos A sin a) (9.) 

Diese beiden letzteren Gleichungen drucken die Nuta- 
tion in der Rectascension und Declination aus. Die Groben 
da und d8 mufs man mit ihren Zeichen zu den mittleren 
Rectascensionen und Declinationen addiren, um die wahren, 
oder wie sie auch genannt werden, die scheinbaren Rectas- 
censionen und Declinationen zu erhalten. 
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$. 79. 

Nehmen wir non mit diesen Gleichungen die nämlichen 
Transformationen vor , wie bei den Gleichangen der Aberra- 
tion , und setzen wir zu dem Ende — g sin A cot e = z ; 
bemerken wir femer, dafs: 

h cos a • cos A + g sin a . sin A 

s: g( — cos a • cos A + sin a sin Aj; (a.) 

und g sia A eos a — h . cos A sin a 

= g (sin A cos a -i cos A sin a). (b,) 

Fär (a) ist c — «, für (b) c a= 90* + a und für beide 
ba:A,|^ = A,qsB — , daher nach $. 71 : 

(l — — ) sin A eos A 



1 - - y) «« *^ 

Man hat also; 

da = z — tg ' • X • cos (]A — a + y) 
dd s= — X cos (A — a — 90<» + y} 

= — X . sin ( A — a + y3 

For diese Aosdriicke ist die nachstehende Tafel berechnet 
worden. 
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Argument : Länge des Knotens der Mondsbahn. 




180 


30 210 


60 240 




log X 


y 


z 


log X 


y 


SB 


log X 


y 


z 




=™ 






— 1- 






H 






h 


_ 


0.9581 


0*»0' 


0',00 


0.9275 


6^5* 


7",70 


0.8647 


7«48' 


18",88 


80 




0.95S1 


15 


0,27 


0.9258 


654 


7,93 


0.8625 


7 40 


18,46 


29 




0.9580 


31 


0,54 


0.9241 


7 3 


8,16 


0.8604 


7 82 


18,50 


28 




09n29 


46 


0,80 


0.9223 


7 12 


8;89 


0.8588 


723 


18,72 


27 




O.fjyil 


i 1 


1,07 


0.9205 


720 


8,61 


8562 


7 14 


13,84 


26 




qm:>u 


l 16 


1,34 


0.9187 


7 28 


883 


0.8541 


7 4 


18:95 


25 




0.9521 


132 


1,61 


0.9168 


7 36 


905 


0.8521 


6 53 


14,06 


24 




0.9517 


1 47 


1,88 


0.9149 


7 43 


9,26 


0.8501 


6 42 14,17 


28 




0J»518 


2 2 


2,14,0.9129 


7 49 


9,48 


0.8482 


6 29 14,27 


22 




o.a:^08 


2 17 


2,41 0.9109 


7 56 


9:69 


0.8463 


6 17 14,a7 


21 




0.9502 


2 31 


2,67.0.9089 


8 r 


9.90 


0.8445 


6 8 14,47 


20 




0.9496 


246 


2,94 6.9069 8 61 10.10 1 


0.8427 


5 49 14,56 


19 




9489 8 1 


3,20 0.9048 


8 10 


10,30 


0.8410 


5 35 1 14,64 


18 




948iS 3 15 


3,46 


0.9027 


8 14 


10,50 


0.8394 


5 20 14,72 


17 




0.9474 8 29 


3,72 


0.9005 


8 17 


10,70 


0.8378 


5 4 14.80 


16 




0.9465 {8 43 


3,98 


0.8984 


8 20 


10,89 


0.8363 


4 48 14,87 


15 




0.945613 57 


4,24 


0.8962 


8 23 


11,08 


0.8349 


4 31 1 14,94 


14 




0.9447 4 12 


4,50 


0.8940 


8 24 


11,26 


0.8336 


4 14 ! 15,00 


18 




0.9437 4 24 


4,76 


0.8917 


8 25 


11,44 


0.8324 


3 56 15,06 


12 




0.9426 '4 37 


5,01 


0.8895 


825 


11.62 


0.8312 


3 38 15,11 


11 




0.9415 j 4 50 


5,27 0.8873 


8 25 li;79 


0.8302 


3 20 15,16 


10 




0.9403 5 3 


5,52 1 0.8850 


8 24 11,96 


0.8292 


8 1 15,21 


9 


22 


0.9391,5 16 


5,77.0.8827 


8 23,12,13 


0.8283 


2 41 15,25 


8 


2S 


0.9378 ,5 28 


6,02 0.8805 


8 21 12,28 


0.8275 


2 22115,28 


7 


24 


0.9365 


5 40 


6,26 


0.8782 


8 18! 12,45 


6.8268 


2 2 15,31 


6 


25 


0.9351 


5 51 


6,51 


0.8759 


8 15 ! 12,61 


0.8268 


142 15,84 


5 


26 


0.933716 3 


6,75 


0.8737 


8 11 12,76 


0.8258 


1 22 1 15,36 


4 


27 


0.9322 i 6 14 


6,99 


0.8714 


8 6 


12,91 


0.8254 


1 2 115,37 


8 


28 


0.9307 


6 24 


7,23 


0.8691 


8 l 


13,06 


0.8252 


41 


15,39 


2 


2!l 


0.9291 


6 35 


7,46 


0.8670 


755 


13,20 


0.8250 


21 


15,39 


1 


SO 


0.9275 


645 


7,70 


0.8647 


7 48 


13,88 


0.8249 





15,40 





log X 


H- 


--H 


log X 


-H 


- + 


log X 


-h 


— h 






y 


z 




y 


z 


' y • « 




150 330 


120 300 


90 270 



•( 
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Beispiel. 

Für a Ophiuchi war am I. Mai 1818 
a = 261% 80' 85", 46 
9 = 12», 48', 41", 06 

A =! 282« 9', also y = — 8« 28', A4, y— a=s — 8T.»,45's=in5 
daher 
. log X s= 0,882T n 0,8827 n 

log cos ms= 9,8980 log sin m = 9.7869 n 

loft tg a =: 9,8585 0,6696 

0,1842 d« = + 4", 7. 

ZaU = — 1",86 
z = 4- 12",18 

da =10",77 
wo der Bnclistab a am Ebde dep Logarithme anxeigt, dafs 
diese Logarithmen zii negativen Zahlen gehören. 



Siebentes Capitel. 

Von der ReftaeHon. 

S 81. 
Aus der Optik ist es bekannt^ dafs ein Lichtstrahl, wen»i 
er aos einem dännern Mittel in ein dichteres, oder umgekehrt, 
aus einem dichteren in ein dünneres übergeht, eine Ablen- 
kung von seinem bis dahin verfolgten Wege erleidet, und 
dafs diese um so gröfser ausfällt, je schief eir der Winkel ist, 
den der einfallende Strahl mit der ihn brechenden Fläche 
bildet. Es stelle nämlich (Fig. 89.) MNOP den Durch- 
schnitt der brechenden Fläche, z. B. eines Glases vor, AB 
sey ein Strahl , welcher die Fläche in B trifft; in B sey auf 



Digitized by 



Googk 



_ 176 — 

MN.dasLoth CBDE errichtet., welches das Einfalls - 
lo^th heifinen mag. Indem nnn der LichtstiraM AB ans einem 
dofinern Mittel in ein dichteres ühergeht, z. & ans Luft in 
€las, so bleibt er zwar in derjenigen Ebene, welche dardi 
den Strahl AB und dorch das Loth CB gelegt werden kann, 
aber er geht in dem Glase nicht auf der geraden Linie ABO 
fmrt, sondern in der Linie BF, welche dem EinfaUslothe 
niher liegt , und bei seinem Austritte aus dem Glase verfolgt 
er wieder die Richtung FG^ welche mit seiner früheren flieh- 
tong AB parallel ist. Die Brechung der Lichtstrahlen besteht 
abo darin , dafs der Strahl mit dem EinfaUslothe in dem dün- 
nem AUttel einen gröfsern, in dem dichtem Mittel einen klei- 
nern Winkel bildet, und die sorgfältigsten Beobachtungen 
haben gezeigt, dafs der Sinus des Winkels ABC, (des so- 
genannten Einfallswinkels) zum Sinus des Winkels 
DBF (des s.g. gebrochenen Winkels) bei gleichen 
Materien ein gewissres unveränderliches Verhältnifs behält, 
z. B. wenn der Strahl aus Laft ins Glas fährt, wie 8:2, ans 
der Luft ins Wasser wie 4: 8. Der Brechungswin- 
kel FBO wird immer grö&er , je mehr der EinfaHswinkel 
wächst, oder Je schiefer dereinfallende Strahl die Oberfläche 
der dichteren Materie berührt. Wenn .hingegen der Licht- 
stRahl'l^kreeht auf PN, oder nach der Richtung CB, ein- 
ftilt, so wkd er nicht gebrechen, sondern fährt in allen Fäl- 
len von B gerade nach D hin. 

Ifesey nun (Fig. 40.) AB die Oberfläche der Erde, EKG 
die äufsere Oberfläche der Atmosphäre, welche die Erde um- 
^ht^ E» sejr'feiaier A der Ort des Beobachters und MK ein 
Liebtstrahl , der von einem Himffleii^örper in M ausgeht, 
und scfeief auf die Atmosphäre in- K einfällt. Wenn er hier 
feein Hindemife, oder ein von dem, in welchem er vorher 
ging, in Hinsieht der Dichtigkeit mdit verschiedenes Me- 
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dinm anträfe, so wärde er seinen Weg in derselben Ricii« 
txmg fortsetzen, und die VerticalHnie ZC in a treffen, also 
der Hinunelskörper vom Ange nicht gesehen werden« Wenn 
aber in K ein Medium von grösserer Dichtigkeit anfingt, so 
bricht sich der Strahl MK beim Eintritte ein wenig, und wird 
sich, wenn er beim weitem Fortrücken immer dichtere Schich- 
ten trifft, immer mehr und mehr brechen, bis er durch die 
letste Brechung nach A gelangt Weil wir aber über den 
Ort ,' welchen die Gegenstande einnehmen , nicht anders ur- 
theilen können, als nach der Richtung, welche die Licht- 
strahlen in dem Augenblicke haben, in welchem sie ua«*- 
ser Auge treffen, so versetzen wir auch hier den Himmels- 
körper nach der Richtung, welche der Lichtstrahl bei der 
letzten Brechung hatte, nach N, und nicht nach M, wo er 
sich wirklich befindet. Der Winkel NKM, oder die Summe 
aller Brechungen des Lichtstrahls von seinem Eintritte in die 
Atmosphäre bis dahin, wo er das Auge trifft, wird die 
astronomische Refraetion genannt 

Durch diese Refiraction werden also sämmtliche Himmels- 
körper scheinbar demZenith genähert, und vom Horizonte 
entfernt Im Zenith selbst findet keine Refraction statt, weil 
hier sowohl der Einfallswinkel als auch der Brechungswinkel 
SS ist Vom Zenith bis zum Horizont nimmt dagegen die 
Refraction immer zu. 

Die Azimuthe werden durdi die Refraction nicht ger- 
ändert» 

Um die den verschiedenen Höhen entsprechende Ghröbe 
der RefractioA m bestimmen, wählt Bum am besten diejeni- 
gen nördlichen Sterne, welche nicht untergehen, die s. g. 
Curcompolarsterne. Man nehme einen der niemals untei^ge- 
henden Sterne, der nahe am Zenith des BeobacU^rs cnlmi- 
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Hirt:, 80 dafs stur Zeit dar Colmmation die StrahlenbrediODip 
fast ganz yregfäilt^ und messe in diesem Augenblicke den 
Abstand des . Sterns vom Scheitel. Wenn also die Pol« 
höbe gegeben ist, so findet man leicht, wie hoch tiber dem 
Nordpol der Stern culminirte, and in welcher Höhe ebendie-^ 
ser Stern 12 Standen später unterhalb des Nordpols durch 
den Meridian gehen mufs. Beobachtet man aber die Höhe 
des Sterns bei diesem zweiten Durchgang durch den Meri- 
dian "^^ so findet man seine Höhe immer gröfser, als die be- 
rechnete, und der Ueberschnfs der beobachteten über die be- 
rechnete Höhe ist die astronomische Strahlenbrechung. 

Auch kann man die Höhe der Sonne aus ihrer bekannten 
Declination und der Polhöhe des Beobachtungsorts für ver- 
schiedene Stunden aufs Genauste im Voraus berechnen, und 
nun in diesen Augenblicken die Höhe derselben messen. Man 
wird dann die Sonne allemal gerade um die Wirkung der 
Strahlenbrechung höher über dem Horizonte finden« 

%. 83. 

Es würde schon an sich eine sehr mühevolle Arbeit gewe- 
sen seyn , die Refraction ffir jede mögliche Höhe von 0' bis 
zu 90^ durch wirkliche Beobachtung zu finden, sie ist aber 
auch noch aus einem andern Grunde völlig unausführbar. In 
einer Höhe, welche mehr als 45<> beträgt, werden die Re- 
fractionen so klein , dafs eine unmittelbare Beobachtung nicht 
mehr die erforderliche Genauigkeit gewähren kann; denn 
wenn der Unterschied der beobachteten und der berechne- 
ten Hö^ nur einige Secunden beträgt, so können die Beob- 
achtungsfehler im Verhältniis zu der aoszumittelnden Gröfse 



*>'£■ Ui iiUgemeiji bekannt , dafs man mittels guter Fernröbreil die 
Sterne auch bei Tage beobiifhten kann. 

12 
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viel»! gnb werden, als dafe maQ auf das Ergelmils mit 
einiger Sidierlieit baaea könnte. 

Man hat daher über die Brechong des Lichtes in ver- 
schiedenen üphenfond bei verschiedenen Barometer-* nnd 
Thennometersländen die sor^ältigsten Beobachtnngea an- 
l^tellt , und daraus die Eigenschaften derj^Dugen knmiHien 
Linie entwickelt , weiche das Licht bei seiner ^weguag 
dnrch die Atmosphäre zorücklegen mafs« Ans diesen Elemen- 
ten , aom Theil aber auch ans blofe wahrscheinlichen Yorans- 
setzongen, hat man sodann die Gesetze herzuleiten gesodit, 
nach welchen die Refraction mit der Höhe abnehmen mnfs, 
und das Ergebnifs wieder mit den Beobachtongen vergli- 
chen. Wir begnügen uns, die von Bradley angegebenen 
Befractionen für einige Höhen hier mitzntheilen. 



Scheinbare 


Aitronomiflche 


Scheinbare 


Aatronomische 


Hdhe. 


Refraction. 


H4he. 


RefraetioB. 


Grad. Min. 


Min. See. 


Grad. Min. 


Min. S«c. 





33 


9 


5 48 


15 


30 36 


10 


5 15 


30 


28 23 


11 


4 47 


45 


26 20 


12 


4 23 


1 


24 28 


13 


4 3 


1 30 


21 15 


14 


3 45 


2 


18 35 


15 


3 31 


2 30 


16 24 


20 


2 36 


3 


14 36 


25 


2 2 


3 30 


13 6 


30 


1 38 


4 


11 51 


35 


1 21 


4 30 


10 48 


40 


1 8 


5 


9 54 


45 


57 


5 30 


9 8 


50 


48 


6 


8 28 


60 


^ 


6 30 


t 52 


70 


21 


7 


t 20 


80 


10 


8 


6 29 


90 
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%. 84. 

Die in dieser Tabelle fehlenden Höhen müssen durch In- 
terpolation ersetzt "werden. 

H«tte man also mit einem Theodoliten die Höhe eines 
fiftemsz.B. IS^ beobachtet, so waren nach der Tafel von dieser 
scheinbaren Höhe wegen der Wirkung der Strahlenbrechung 
Ö'W'' ^11 söbtrahiren, und die wahre Höhe des Sterns, die 
bei Berechnungen allemal zum Grunde liegen mufs, würde 
seyn : 14<» 56' 29 '. 

Diese Tabelle enthält jedoch eigentlich nur die m i 1 1 1 e r e 
astronomische Strahlenbrechung. Es ist leicht einzusehen, 
dafs diese einer Veränderung unterworfen ist, sobald die 
Dichtigkeit der Luft theils durch ihre von der Wärme ent- 
stehenden Ausdehnung, theils durch eine andere Schwe- 
re, die sich aus dem Steigen und Fallen des Barometers 
ergibt, verändert wird. Jene mittlere Strahlenbrechung fin- 
det statt, wenn das Barometer 27 Zoll 9,3 Linien (Pariser 
Maafs} und das Reanmuirsche Thermometer 8* über Null an- 
gibt. Folgende Tafel enthält die Angaben zur Verwandlung 
der mittleren Strahlenbrechung in die wahre bei verschie- 
denen Barometer- und Thermometerständen. 

Barometerhöhea in Pariser Maafe. 



Thenaom. 


27 Zoll, 
Linie. 


27Z. 4L. 


27Z.8L. 


28Z.0L. 


28Z.4L. 


28Z.8L. 


UeberNolL 














n* 


0,885 


0,897 


0,909 


0,921 


0,933 


0,945 


20*» 


0,900 


Ü'JPi 


0,933 


0,945 


0,957 


0,969 


15 


0,934 


0,946 


0,958 


0,970 


0,982 


0,994 


10 


0,961 


0,973 


0,985 


0,997 


1,009 


1,021 


5 


0,989 


1,001 


1,013 


1,025 


1,037 


1,049 





1,019 


1,031 


1,043 


1,055 


1,067 


1,079 


Unter Null. 














5* 


1,051 


1,063 


1,075 


1,087 


1,099 


1,111 


10 


1,085 


1,097 


1A<^ 


1,121 


1,133 


1,145 


19i 


1421 


1,133 


1,145 


1,157 


1,169 


1,181 


20 


1,160 


1,172 


1,184 


1,196 


1,208 


1,220 
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Mit diesen Decimalbrachen wird die aas der vorigen Ta- 
fel genommene mittlere Strahlenbrechung multiplicirt. Ge- 
setzt, es stehe zu der Zeit, wo die scheinbare Höhe eines 
Sterns za 18® beobachtet worden, wofür die mittlere StraMen- 
brechung 4' 8^^ beträgt, das Barometer auf 27 Zoll 8 Linien 
und das Thermometer auf 15® über Null, so gibt nach dieser 
Tafel 4^8' mit 0,958 multiplicirt = 8' 58'^ die wahre astro- 
nomische Strahlenbrechung. 



Achtes Capitel. 
Von der VaraUaxe. 
%. 85. 
Ein Weltkörper A (Fig. 41.), der eine mit dem Halb- 
messer der Erde vergleichbare Entfernung von uns hat, 
welches nur beim Monde , der Sonne und den Planeten der 
Fall ist, wird von einem Beobachter auf der Oberflüche der 
Erde nicht an demselben Orte der scheinbaren Himmelskugel 
PZR gesehen, wo er von dem Mittelpuncte C der 
Erde aus betrachtet, ihm erscheinen würde. Auf jenem 
Standpuncte erscheint er in H , oder im scheinbaren Hori- 
zonte, also niedriger, von C aus gesehen in D, also 
höher am Himmel. Der Unterschied DH beider Oerter an 
der Himmelssphäre, von denen Hder scheinbare, D aber 
der wahre genannt wird, oder der Winkel BAC=:DAH, 
den die von beiden Standpuncten aus nach dem Mittelpuncte 
des Gestirns A gezogenen Gesichtslinien mit einander bilden, 
helfet die Parallaxe. BAC ist die Horizontalparal- 
laxe und BMC, so wie jeder andere Winkel bis zum Zenith 
hin, die Höhenparallaxe. Jene ist am gröfsten; diese 
nimmt mit der zunehmenden Höhe eines Himmelskörpers nach 
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dem Zemth hin allmüUi^ ab, und hört im Zenfth gäoa^ 
lieh auf. 

Durch die Bestimmang der Pifrallaxen werden idso idle 
Beobaehtiingen , welche an verschiedenen Orten der Erde 
gemacht worden sind, und welche mit einander verglichen 
werden sollen, auf einen gemeinschaftlichen Ort, den Mit- 
telpunct der Erde, redncirt. 

'Ist uns die wahre oder geocentrische Breite (^ß') 
und Länge ([X^ eines Himmelskörpers nebst seiner Hori- 
zontalparallaxe n bekannt, so können wir auch leicht iBe 
scheinbare (von der Parallaxe afficirte) Rectascension a* und 
Declination 8^ des Gestirns finden. 

S- 86. 

Es sey (Fig. 43.3 ^ ^^^ Mittelpunct der Erde, S ein 
Gestirn, rsK die Ekliptik, L und die beiden Pole 
derselben. Bogen Ss 5= ^ die Breite des Gestirns, Bogen 
rs = X die Länge derselben. Man drücke die Lage des 
Gestirns gegen den Mittelpunct der Erde durch diei redit- 
wlnklige Coordinaten aus, nämlich durch 

Sn = Z^, mn = qC = X', pq =± Cm = Y'. 
Von diesen Coordinaten liegt Cq in der Linie der Nacht- 
gleichen und zugleich mit Y^ in der Ebene der Ek- 
liptik. 

Nennen wir 3{ die Entfernung des Gestirns 8 von dem 
Puncte C, so ist Z' = 5R . sin ^; Cn = SR . cos ß, 

Y' = SR . cos ß • sin X; X^ = 3f . cos ß . cos X. 

Ist nun ferner.ruIR der Himmelsäquator, N der eine 
Poil desselben, so können wir auch dieLinien NC, CR, Cr 
als ein neues Coordinatensystem ansehen , und die Lage des 
Gestirns durch die Coordinaten X, Y, Z welche sich auf die- 
ses neue System beziehen, ausdrücken. Es istdannX=:X'; 
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Y SS p4 B= oq — po s= qn . co9 e — tn, weil SB. nqo 
= KC R = e = Schiefe der Ekliptik. Aus Y= qn . cos e— tu 
folgt ferner Y;3?Y^ cos e — Sn. sine, indem aucht8n=:e 
ist Daker endlieh Y = Y' • cos e — Z^ . sin e. Ebenso ist 
ZssSt -f-ptssSn • cose + on = 2i^.eose+qn.sine=s 
j(^ » 60S e + Y^ sin e. 

]EjS sey femer B der Ort des Beobachters auf der Erdej 
^ das Zenith desselbra , r 1 = A die Rectascension des Ze- 
nidis, 95, y, X die dem letzten Coordinatensystem ent* 
fl^eciienden Coordiii^iten des Piim^tes S, 9B. BCg s ^ die 
geograpkisdie ßreite des Pqnctes B, der Halbmesser d^ 
lErdesssr. Man hatdaher z=3Bb=r . sin q^^; Cbssar.cos«^', 
yaeCc fi? ab :p;;r. cos <p^ f siq A; endlich x = Ca 
8SE r t cos <^^ • cos A* 

Es fragt sich nup , welches die Werthe von X — x , 

Y — y, Z — z sind. Zur Beantwortmig dieser Frage stel- 
len wir, am die Figur 49, nicht zu sehr zu verwirren, die 
Coordinaten X, Yy Z, x, y, z in einer besondem Figur 
(Figur 48.) dar, in welcher Sq s= Zj qn = X, mn = Y, 
iur:;==z, rf =y, rg=::x^ yus=om=a', aS=:3l', Susss*', 
Zr.-z=Sn — ur=Sn— sn;Z-^z=Ss:;:;sgi'sin^^ (I.) 
und US =;s st^ cos ^^ 

Femer X — x = qn — pq = pn =95 q^ ss us, cos «'; 
X — X = M' cos ^' . cos af (Tl.) 

Y~y:=:wq— wg=gq=ys;Y— y=I|'C03^'.sina6'(in.) 

Dieses Ss, u^^, sy sind also die Coordinaten, welche 
den scheipb^en Ort des Gestirns in Beziehung auf den 
Aequator bestimmen. 

Aus Gleichung U. und IIL folgt; tg oJ = \~ ^ \ 
aus l und n. fplgt; tg i* == ^~y ^^ *'• Endlicb aus 
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„.. 1 cos 8'. cos «' . ,^, 91 SR. cos a^. cos a' 
"• •- 1«^ = X-x 5 oder .^^* j^-x 

Wenn ein Gestirn S (Fig^ 44.} aus dem Horizonte BS 

in die Höhe S< steigt, so wird die Entfernung. BS gröfser 

seyn, als die Entfernung BS^ Das Gestirn wird uns also 

in S' gröfser erscheinen müssen, als in S. Es sey f der Hidk- 

messer des Gestirns in S, p^ der Halbmesser desselben inS^, 

BS = CS = 91, BS' = 91'. Es wird also die Proportion 

statt finden : 

M ^. 1 sin p' 91 

p/:e = 9I:9lS oder ._X^ = _ . 

«.87. 

Y— V 
Substituiren wir nun in der Gleichung tg a^ =ss - ^ . 

die oben gefimdenen Werthe für Y, y, X und x, so folgt: 

. , Y' . cos e — Z' sin e — r . cos <p' sin A 

t£r o^ = 

^ X' — r . cos ^>' . cos A 

Substituiren wir ferner die Werthe von Y', X^, Z^, so 
kömmt: 



, ,_ 9t> cos g . sin X . cose — 91. sin P > sin e— r« cos q>'ain A 
^" 9t . cos g . cos X -^ r . cos <p^ cos A. ' 

oder 

cos p • sin X . cos e — sing.sine — -^5- cos f' sin A 

tga^ — « 

COS g • COS X ^ cos <p^ cos A « 

In dem bei B rechtwinUigen Dreiecke BSC (¥ig.4A.^^ 

in welchem wir den Winkel BSC, (d. b. die Horizontal- 

parallaxe^ durch n bezeichnen wollen, findet die Gleichung 

statt: CS : sin 90<» = CB : sin n oder 9t : 1 = r : sin ir 

r 
-=— SS sin ». 
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Slabstitniren wir diesen Werth von -^ in die Gleichung 
für tg af , und setzen wir der Kurze halber 

1 -r. = H 

' cos /J cos X — sin w . cos ^^ , cos A ' 

(SO fo%t: 

l|p a^ =9 H (]cos ^ , sin X • cos.e — sin ^ t sin e 
— sin 9v cos ^ sin A) (L) 

Nehmen wir nun aqch in der Gleichung 
*» *' = ^Z^ cos a^ 

diese Substitutionen vor, so köount: 

- *. fZ' • cos e + Y' sin e — r . sin a>0 «os a' 
^ X' — r . cos ^' cos A 

.^^ (9t>sinP>cose + 3t.cosg.sinX.sine-T-riSin<pOcosa» 

^ ~ "^ 9t cos ^ CQS A. -t- r ^ cos <p' cos A 

Csin ^.cos e 4- cos ß . sinX . sin e — §s^^ ^0 cos a^ 

tg9^^ . , . ^ .^ 

cos ^ . cos X ^ cbs (p^ CQs A 

tg 9* zssH (sin ß t cos e 4- cos ß • sin X . sin e 
*«<^ sin 9r . sin ^f) cos af (11.) 

A j ^1 • 1. 91 91 . cos 8^ ^ cos a' ^ - . 

Aus der Gleidiung w =* -' — ■ ^ _ — '^^ — - folgt 

endlich: 

sin p^ 9t > cos 9f . cos a^ ^ 

' sin f "^ 91 • cos ^ . cos X -n- r • cos ^^ cos A ^ 

sin p' =9 cos 9^ • cos a^ • H • sin p C^O 

Die Gleichungen L , 11. und ni. können wir nun leicht 

dahin umwandeln, daTs wir^ mit Hülfe derselben folgende 

Aufgaben auflösen könneuf 
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$• 88. 
Erste Aufgabe. 

Aus der wahren Länge nnd Breite (X, f) die schein- 
baren Gröfsen 'kf ßf zu finden. 

In diesem Falle mässen wir e = o setzen und X' statt 
a', ß^ statt ^', die Länge L de» Zeniths statt der Rectas- 
eension A desselben, sowie die Breite B dieses Punctes 
Qtatt der Polhöhe <^' in obige Formeln substituiren. Es ist 
dann 

„___ L r^t 

" ~ cos ß . cos X — sin n cos B cos L ' 

tg V = H (sin X , cos ß — sin w . cos B . sin L) ; 
tg ß/ = H cos X' (sin ß — sin » . sin B) ; 

sin e' — H ^ös ^' • ^^® P' ®^" ? 

Die Werthe cos B . sin L und sin B finden wir aus 
A und ^' durch folgende Betrachtung. Durch das Zenith, 
den Pol des Aequators und den Pol der Ekliptik wird das 
sphärische Dreieck LPZ (Tig. 45.) gebüdet, in welchem 
LP = e, ZP = 90« — q^', I^Z = 90 — B, Winkel 
LPZ = 90« + A, Winkel PLZ = 90 — L. Es findet 
daher die Gleichung statt: 
^os C9Ö - L) sin C90 - B) = cos (90 - <p'^ nin e 

^ cos (90 + A) sin (90 — <pO «os e 
Der Sin L . cos B = sin <f ' sin e + sin A . cos (^ . cos e 
Es findet femer die Gleichung statt: 
cos (90 - B) :^ cos (90 + A) sin (90 - <pO «« « 

+ cos (90 — cf') cos e, oder: 
sin B = sin ^' • cos e — sin A . cos q^' . sin e 

Substituiren wir die gefundenen Werthe von sin L . cosB 
und sin in die obigen Gleichungen für tg X' nnd tg ßS 
so folgt: 
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COS X . cos ^ — sin w . cos <p' cos A ' 

tg X^ = H Qsin X • cos ß — sin 9v [sin ^ sin e 

+ cos <^ cos e . sin A]); 
tg ß^ = H cos X^ [sin ß — sin n (sin ^' cos e 

— cos ^' sin e . sin A)]. 

Zweite^ Aufgabe. 

Ans der wahren Rectascension nndDeclination(aund<)) 
die scheinbare Rectascension nnd Declination zu finden. 

Zar Auflösung dieser Aufgaben setzen wir in den all- 
gemeinen Formeln überall a, d statt %, ^; und e setzen 
wir SS 0. Wir erhalten dadurch die Formeln: 

■ ■ II ' = cos a cos ^ — sin 9v cos ^' cos A 

fg a/ = H (sin a • cos d •— sin ^ cos ^' . sin A) 
tg 9' = H cos o' (sin * — sin « sin <pO 
sin p^ ==: H cos a* . cos 8^ sin p 

Dritte Aufgabe. 

Aus der wahren Höhe h und dem wahren Azimuthe w 
die scheinbare Höhe h^ und das scheinbare Azimuth w^ zu 
finden. 

In diesem Falle ist in den vier Gleichungen der zweiten 
Aufgabe <p^ = 90<>, A = o, a = w, d = h, daher 

— |L— s=s cos w cos h 

. , sin w . cos h . , 

tff w' s= ■ " , r= to w oder w' = w 

^ cos w . cos h ^ 

ür h/ = ^os w/ (sin h ~ sin or) ^ ^^ ^ _ jin^ 
^ cos w • cos h ^ cos h 

Aus dieser letzten Gleichung können wir sofort h — h^, 
d. h. die Höhenparallaxe berechnen. 



Digitized by 



Googk 



~ 187 — 

Es I&ftt sieh dieselbe aber noch leichter doreh die Be-* 
traehtang der Figur 41. finden. In derselben ist nämlieH; 

sin BMC : BC = sin MBC : CM, 

oder: 

sin ([h — hO : r = sin MBZ : 91 
sin (h — hQ : r = cos h' : SR 

oder näherangsweise 

h — h'ss-jg- . cos h^ == sin 9v • cos h^; h — hf = w . cos . h^ 

Es ist übrigens jetzt sin p' = ^'" eogT ^ ' 

cos ll^ 

oder nähemngsweise p' = p ^-v- 

cos f n 

$. 89. 

Die Horizontalparallaxe n mufs natürlich für jeden ein- 
zelnen Weltkörper durch unmittelbare Beobachtung gefunden 
werden. 

'Das Verfahren, dessen man sich hierbei zu bedienen 
hat, wird aus Folgeodem erhellen. 

, Es sey (Fig. 46.) S das Gestirn, dessen Horizontalparal- 
laxe bestimmt werden soll, C der Mittelpnnct der Erde, B 
und B^ zwei Puncte eines und desselben Erdmeridians, von 
denen der erstere auf der nördlichen, der zweite dagegen auf 
der südlichen Halbkugel der Erde liegt. Bei der Parallaxep-p 
be^timmung ist nun weiter Nichts erforderlich, als da(s zwei 
in B und B' befindliche Beobachter den Eintritt des Gestirns 
in den Meridian erwarten, und die Zenithdistanzen ZBS = z 
und Z^B^S = z^ messen. Für den Punct B ist die Decli- 
nation von ä = a = 8BAs;=ZBA —z=: (Polhöhe von B) 
_zsp— z, weil Polhöhe und Dedination des Z^eniths eins 
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and dasselbe ist *) Ebenso ist dieDeelinatioo von S fär den 
PiuictB' = A'B^S s= «^ = z' — Z'B'A' » z' — p' 

Wenn wir uns von B^ nach A eine mit BS parallele 
Linie gezogen denken, so ist 9B. SBA = ^=BAB^ 
= AB'A' and BSB' = S = SB'A' — AB'A' = a' — « 
s± der Summe der beiden Parallaxen BSC und CSB^. 

Die einzelnen Parallaxen berechnen [wir nun auf fol- 

gende Weise. Es ist -g-g- -- ^^ wenn wir SB. BSC 
durch f bezeichnen. Ebenso ist ' — ®*" ^ 



CB' "" sin (S — f ) 

Moltipliciren wir diese beiden Gleichungen mit einander, so 

folgt: . 

\ sin f • sin z' ., ^„ ^„^ . ^, ., 

1 = TJ;:^r^i;r715-ZrTr 5 weü CB = CB' ist Also: 



1 = 



sin z sin (S — f) 

sin f . sin z' 



sin z (sin S \/ 1 — sin V — cos S sin f ) 



sin z, sin S \/ 1 — sin *f — sin z cos S sin f = sin f sin z' j 
sin z . sin S \/l — sin *f =sin f sin z^ + sinz. cos S .sin f ; 
sin "z sin *S — sin *z sin *S . sin *f = sin *f sin •z' 

+ 2 sin z cos S . sin z' sin *f + sin ^z cos ^S . sin >f ; 
sin ^ sin ^S s sin ^f (aiu ^jJ + 2 sin z • cos S . sin z' 

+ sin «z cos *S + sin *z sin «S}; 
sin ^z . sin ^S 



sin»f = 
sin f 5=s 



sin *z' + 2 sin z cos S . sin z' + sin ^z 

sin z . sin S 

\/ (sin *z' + 2 sin z . cos S . sih z' + sin *z) 

Weil aber der Winkel S immer äusserst klein ausfallen wird, 
so darf man cos S == 1 setzen, daher 



*) Et wird hier Toransgesetzt , d&Tt die Polhohen von B und B' durch 
frohere Beobachtungen bereiU gefunden eejen. 
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sin z . sin 8 



sin z' + sin z 

Bekannt mit dem Werthe von f berechnen wir nun die Ent- 
fernung des Gestirns nach der Formel 

CS_ _ J^ _ sin z 
CB ~ r ~ sin f ' 
oder 

^ r . sin z . (sin z^ + sin z) _ r , (sin z^ «f san z) 
sin z . sin S sin (*^ — 8") 

Substituiren wir diesen Werth von 91 in die bekannte 
Gleichung : 

sin 9K = -5^— , so folgt endkch sm » = —. — V-s — ?-*^*- • 

$• 90- 

Die Verbesserung der Beobachtung durch die Höhen- 
ParaUaxe (^) geschieht im entgegengesetzten Sinne der 
durch die Refraction 3t veranlalsten, und wir erhalten ab 
Schemata für die Zurückfährung des schein- 
baren auf den wahren Ort des Gestirns, oder seine 
Beziehung auf den Mittelpnnct der Erde, je nachdem man 
Höhe oder Zenithdistanz gemessen hat: 

h' = h — S» + ^ 
z''=z + M — q> 
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Neunter Abschnitt 

Von der astronomischen Bestimmung der 
g:eog:raphischen Breite. 



%. 91. 
Mwie geographische Breite, oder der Abstand eines 
Ortes vom Aequator , ist mit seiner Polhöhe einerlei. Denn 
nach Fig. 47. liegen uns , wenn wir uns in einem Puncte 
des Erdäquators AR befinden, beide Himmelspole N und S im 
Horizont^) Begibt sich nun ein Beobachter vom Aequator 
weg, z. B. gegen den Nordpol hin bis in den Punct B, so 
wird HT sein Horizont, und der Nordpol N zeigt sich genau 
um so viel Grade über seinem Horizont im Norden, als er 
vom Aequator sich entfernt hat, nämlich um den Winkel 
NCT, welcher = AGB oder = der geographischen Breite 
von B ist. Denn es ist 

SB. AGN = AGB + BGN = 90<> 
SB. BGT = TGN + BGN = 90^ 
Daher AGB +BGN= TGN + BGN, oder AGB=TCN. 
In diesem Abschnitte wollen wir nun die vorzäglichsten 
Methoden angeben, deren man sich zur Bestimmung derPol» 
höhe oder der geographischen Breite eines Ortes bedienen 
kann. 



*) Wir baben scbon im §. 50. bemerkt, dafs es wegen der ^ofsen 
Entfernang d^r Fixsteifne einerlei ist, ob wir uns unter dem Ho- 
rizont eine Ebene denken, welche die Erdkugel an der Stelle des 
Beobachters berührt , oder ob wir uns darunter eine Ebene Torstel- 
len» welche durch den Mitteipunct der Erde geht, und der ersteren 
Ebene parallel ist. 
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Erste Methode. 

Es sey HZNT (VigA7.) der Meridian eines Ortes, Z das Ze« 
nith desselben , a r der Himmelsäquator , H a = Z N = Aequa- 
torshöhe; ZN + Polhöhe = 90<^, daher auch Aequatorshöbe 
+ Polhöhe == 90«. Esist 2 NT = pT + qT, daher NT* 

SS Polhöhe = P^ "^ ^^ > Es beaeichnet nfindich q p den 

Tagekreis eines Circumpolarstems. 

Beispiel. Bestimmnng der geo^aphischen Breite von 
Göttingen aus zwei am 28. August 1820 daselbst genommenen 
Mittagshöhen des Sterns (i im Sternbilde des grolsen Bären. 
GröCste Mittagshöhe = 81S89',18^',1 = Tq. 
Refraction =s 8,7 



h a= 81^,89',9'',4 
Kleinste Mittagshöhe b 21o;26^,55'',l = Tp. 
Refraction = 28,5 

h' =210 26'26'^6 
(h + hO = 10S^5',84'^50 



Geograph. Breite von Göttingen = V2(h«f hO ==51^32^47^^ 

$. 98. 
Zweite Methode. 

Es sey wiederum Fig. 4a NCT die Polhöhe, Z das 
Zenith, aCH die Aeqaatorhöhe , S ein Stern. 

Hat man im Meridiane die Zenithdistanz i dieses Sterns 
=s 8Z mit einem nichtsehr genauen Instrumente beobachtet, 
80 ist die verbesserte Zenithdistanz z s= 

i + Fehler des Instruments + Refraction. Wenn man 
ferner durch p die aus dem Stemverzeichnisse bekannte und 
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distanz SN des Sterns, durch ^ die Polhöhe, durch ^ den 
Bo^en ZN bezeichnet , so ist für Cuhninationen auf der Süd- 
seite desZeniths : p — z = 90^ — ^ = i)/, und auf der Nord- 
iseite des Zeniths für untere Culminationen ^ = z — p und 
for obere Culminationen i)/ = z + p. Nennt man also f den 
constanten Fehler des Instrumentes, r die Refraction and 
endlich ^ die am Instrumente abgelesene Zenithdistanz , so 
ist auf der Südseite : 

* = p - « _ f -. r (I.) 
Auf der Nordseite für untere Culminationen : 

+ = ^' + f +r' -p'; QI.) 
für obere Culminationen: 

^ = p// + ^// + f + r'/ (IIL) 
die halbe Summe von I und II gibt : 

^ = V» ii' — O— V2 Cp' — p) + % Cr' — r) 
die halbe Sum^e von I und ni = 

+ = V» ii'' — O + Va (p'^ + p) + V2 (r^^ — r) 
Die beiden letzten Gleichungen zeigen , wie man die wahre 
Polhöhe ohne Kenntnifs der Gröfse f finden kann. 

Die halbe Summe der Gleichungen II und in gibt: 
ij, = V, (4// + i') + V. (p'z — p/) + 1/2 (r^^+ ro + f 

Hat man denselben Stern über und unter dem Pol 
beobachtet, so ist p'^ = p' und daher 

+ = V, (^// + ^0 + V, (r^/ + rO + f, 
woraus man die Polhöhe des Beobachtungsortes ohne Kennt- 
nifs der Poldistanzen der Sterne finden kann, wenn norr',r^^ 
und f genau bekannt sind. 

Ist nebst der Polhöhe (p auch der Collimationsfehler f 
des Instrumentes unbekannt, so sind zwei Beobachtungen 
auf verschiedenen Seiten des Zeniths nöthig , um beide Grö- 
fsen zu - bestimmen. Es se> z die Zenithdistanz jmd d die 
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Oeciinätidn des unf der Sndseite des Zetdths beobachteten 
Gestirns, und ebenso z^, 9^ dieZenithdistanz und Declination 
des auf der Nördseite des Zeniths beobachteten Gestirns. 
Wäre der CoIIimationsfehler Null , so würde ^ = z + *+ r 
seyn ; und ebenso auch für obere Culminationen des andern 
Sterns <p=sd'—zf — r'. Denn die Entfernung des Zeniths von 
dem Puncto , wo der Meridian den Aequator schneidet ^ ist 
s= der Polhöhe. Gibt aber z. B. das Instrument alle Zenith-* 
distanzen um die constante Gröfse f zu klein, wo also f offen- 
bar der Collimationsfehlefr ist , so ist 

f = % (a/ — d)— % (z/ + z) — Va (r' + r), 
treil <j> = z + a + r + f c= «/ — z' *- r' — f- 

$. »4. 
Dritte Methodct 

Die vorhergehenden Methoden, die geographische Brdte 
iSu bestimmen, setzten voraus, dafs die Instrumente in der 
Mittagsebene des Beobachters aufgestellt, seyen. Besitzet 
das Instrument diese Lage nicht, so kann man auf folgende 
Weise zur Eenntnifs der Polhöhe eines Ortes gelangen. 

Es sey C^ig- 49.3 HT der Horizont, HPZT der Meri- 
dian, P der Pol, Z das Zenith, K ein Stern, ZPK =39 der 
Stnndenwinkel , KP =s Poldistanz des Sterns, ZK = 9(fi 
— Höhe = 90^ - h, PZ = 90o — Polhöhe = 90« — f. 
fis ergibt mch sodann aus dem sphärischen Dreiecke PZK 

sin h = cos s • cos «p . sin p + <^'n <p . cos p . 

Ist nun in dieser Gleichung blofs die Gröfee <p unbekannt ^ 

so sey 

. ^ . sin X cos s . sin p 

tg X =3 cos s . tff p : s= r — 1— ^ 

o ^ *^ ' cos X cos p ' 
oder 

, sin X . cos p 
cos s . am p =s -^-* *- — 



COfil X ' 

19 
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daher 

. . cos . sin X . cos p , ^. . ^^^ ^ 

sin h = + sin <p . cos p, 

cos X "^ ' 

oder 

siir h . cos X = CDS (^ . sin X . cos' p 4- sinf <p . eos p . cm x; 
dMier 
sin h . cos X s cos p (]cos f sin x 4- sin ^ » eos x^'j 
sin h . cos x = cos p . sin (f + x) , 
oder 

. r^ -V sin h . cos x 

sm ( <Ä + X I = • 

^^ ^' -^ cos p 

/ Wenn ans aber der Werth von sin {^ + x) bekmnt ist, 
so ist es auch der Werth von (<? + x) = M, In dieser 
Gleichung <^+ x=M ist blofs ep anbekannt, daher (f=M — x. 
Hat man zwei correspondirende Höhen genommen, so 
geben diese die Zeit der Culmination des Sterns und den 
Stundenwinkel , welcher zu jeder Höhe gehört, also die zur 
Aidiänng dieser Aufgabe nöthig^n Stücke. 

%. 95. 

Vierte Methode. 

Wenn die PoUiöhe eines Ortes schon nahe be- 
kannt ist, und man will sie nur genauer bestimmen , so ist 
folgende Methode hierzu besonders geeignet. Man beobach- 
tet in einer Nacht mehrere Höhen eines Gestirns vor und nach 
der Culmination , und zwar nahe am Meridian. Reducirt man 
die beobachteten Höhen auf diejenige, welche im Augen- 
blicke der Culmination selbst statt findet, so erhält man da- 
durch eben so viele mittägliche Höhen , d. h. eben so viele 
Bestimmungen der Polhöhe, als man Höhenbeobachtungen 
hat. Diese Reduction auf den Meridian kann auf folgende 
Weise vorgenommen werden. 



Digitized by 



Googk 



~ ifti — 

Es sey im Allgemeinen ^^-^^^^ « », so ist 

auch z = S'P ft -i^ 8^'P (ft — b) cos a — cos (a — b) sin a 

cos a 

Substitairt man in diesem Ansdracke für sin (a— b) und 
cos (a— b) ihre nach Potenzen von (a — b) entwickeltes 
Werthe^ so erhält man: 

oder 

^ ' 1.2 'S», 1 . 1^ . 8 

Kehren wir diese Reihe am, so kdquut: 
a~b=:=z- iS^z» + r ^ *g '* + —1—1 z« - 

1 . a * ^ L (1 • 2)* mrs J * - • • • 

Die Höhe h eines Gestirns , zu welchem der Standen» 
Winkel s, die Polhöhe <p und die Declination ^ gehört, wird 
bekanntlich durch folgende Gleichung bestimmt : 

sin h ='sin f sin ^ 4* cos <^ cos ^ . cos s 

Ist aber h^ die mittägliche Höhe dieses Gestirns, und 
h'— h = dh5Soisth = h' — dh, h'ist aber=:90« — <f -f- 8^ 
also h=:90®— 9JH-a — dh. Statt der obigen Gleichung 
für sin h können wir demnach auch schreiben: 

cos(<|>— a-Hdh)=±cos(qi — Ä) — 2cos<f cos d. /sin ~) t 

indem bekanntlich cos s a 1 — 2 (sin 4- V ist- 

Wenn wir die ganze Gleichung durch sin Qf — *) di- 
vidirea, so erhalten wir femer: 
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ei»(*j>_a)_co8(<j> — ^+ dh) 2 . cos <^ . cos 9. (sin fj 
sin {(p — 9) sin («^ — 9) 

Vergleichen wir nun diesen Ansdrack mit dem vorher- 

/rehenden ^^^-^^ = z, so ist a= 90» - <J^ + », 

^ cos a 

b = 90* — <p + « — dh, z =2ni (siu -|-) , indem wir 

cos cos d , 

: /i — 5r- = m setzen, 
sin ((p — o) 

Also hat man auch 
dh = + am (sin -J-)*— 2m* (sin ^^ «^t ((j^ - ^) 

+ 4m» (sin -|-y (Vs H- cot »(<|i ^ »)) — .. . oder 

dh = + 2m (sin -^-) CO Cnä'*^"''^nS®^^®'^®0 

Diefs ist der gesuchte Werth der Reduction der aufser 

dem Meridian beobachteten Höhen auf die mittägige Höhe. Er 

gilt unverändert, wenn der Stern auf der Südseite des Zeniths 

cniminirt. Findet die Culmination zwischen Pol und Zenith 

) cos (p . cos ^ j i, 
statt, soi8th' = 90o + (p- ^; m = gip (^ _ ^) ^ ^^^^ 

dh =8m (sin ^y - 2m» (sin -^y cot (^ — <p) 

+ 4 m« . (sin — -y (V, + cot H^-<P)3 (H.) 

Findet die Culmination unterhalb des Pols statt, so ist 

j cos . cos 9 

h/ = <p + a - 90 und n, = -^--p^ . 

Es ist demnach 

dh:« 2m (sin ~-y — am» (sin -^X cot (.<t> ■+- ») 

+ 4m» (sin -~y CV. -l- cot »(«P -»- *)) -*-••. (DI.) 
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Der aus I oder n gefundene Werth von dh wird zu h 
addirt, der aus III gefundene aber von h subtrahirt, um die 
mittägliche Höhe h' zu erhalten. 

Wenn man die Höhen nahe am Meridian genommen 
hat, so gewährt meistens schon der erste Theilsatz von db 
hinreichende Genauigkeit. 

Dieses erste Glied kann man sehr bequem mittels der 

nachstehenden Tafel berechnen, welche mit dem Argo- 

( M* 
mente s in Zeit die Gröfse — ; — =^7— in Bogensecunden 

gibt Da wir nämlich die Gröfse dh in Secunden haben 
wollen , so müssen wir ihren Werth durch sin 1^^ dividiren« 
(^Yergl. St 1$ die Anmerkung.^ 
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Zehnter Abschnitt. 

Von der astronoini sehen Bestimmung der 
geographischen Länge. 



$. 96. 

Mwie Calminatioii der Sonne bezeichnet bekanntlieh denjeni- 
gen Zeitmoment, welcher zwischen den Anfang und das 
Ende des Tages in die Mitte fällt. Da nun die Sonne bei ih- 
rem taglichen, in der Richtung von Osten nach Westen er- 
folgenden Kreislauf nur nach und nach in alle Meridiane der 
Erde tritt, so wird auch in allen Orten der Erde, welche 
nicht in einem und demselben Meridiane liegen, bestandig 
eine verschiedene Uhrzeit statt finden. Wenn es z. B. hier 
in Darmstadt eben 12 Uhr Mittags ist , so hat man in einem 
um 15 Grade Qstlicher liegenden Orte bereits 1 Uhr, in einem 
um S0<^ östlicher liegenden bereits 2 Uhr und sofort, weil die 
Sonne in dem ersteren Orte eine Stunde, früher , und in dem 
letzteren Orte zwei Stunden früher culminnrte, als in Darm- 
stadt Der Unterschied der geographischen Länge zweier 
Orte, d. h. der Winkel, welchen die Meridiane derselben 
mit einander bilden, wird also dem Unterschiede der wahren, 
oder der mittleren, oder auch der Stemzeit proportional aeyn^ 
die man an beiden Orten in demselben Augenblicke zählt 
Diese Zeiten findet man in jedem dieser Orte durch die Be- 
richtigung der Uhr mittels Beobachtung correspondirender 
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Hoben. Es kfiniiiit also bei der BesttamoBg des Länj^n- 
mitersclüedes zweier Orte ledi^eh darauf «n, au erfahren) 
wie viel Uhr man an beiden Orten in einem und 
demselben Zeitmomente zählt. Zu diesem Zwedke 
nmfs Bian sich an einem jeden diesem Orte^enan die Uhrzeit 
einer momentanen, an beiden Orten zag^leich sichtbaren Br- 
sebeinnn^ bemerken, nnd [die Zeitangaben der Uhrra später- , 
hin mit einander vergleichen. Zu solchen momentanen Er- 
scheinangen gehören z. B. Pulversignale, welche an einem 
hohen Puncte zu verabredeter Zeit gegeben werden, femer 
die Hauptmomente in den Yerfinstemngen des Mondes und 
der Jupitertrabanten u. s. f. Bei den letzteren beobachtet 
man sowohl die Eintritte in den Schatten des Planeten, als 
ihre Austritte aus demselben. Indem man diese Beobachtun- 
gen einnseln mit einander vergleicht, erhält man einen mitt- 
leren Werth des Längenunterschiedes. 

Am einfachsten bestimmt man die Längen mit Hülfe einer 
sehr genauen Uhr , welche , wenn sie einmal nach einem 
bestimmten Meridiane regulirt ist, dem Beobachter, wohin 
er sich auch begeben möge , die Zeit jenes Normalmeridians 
aufbewahrt. Anfser dieser Uhr braucht der Beobachter keine 
zweite mit sich zu fuhren, um daran an dem Orte, dessen 
geographische Lage bestimmt werden soll, die diesem Orte 
entsprechende Zeit zu bestimmen, sondern es ist nur jene 
eine Uhr nöthig , indem man ihre Zeigerstellung im Auigen** 
blicke des wahren Mittags durch Beobachtung correspondi- 
render Sonnenhöhen ermittelt. 

$. 97. 
Wenn wir nicht im Besitze einer sehr guten Uhr sind, 
so bietet die sehr schnelle eigenthümliche Bewegung des 
Mondes, womit derselbe onaufhörlieh seine Lage gegen die 
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öbrig^en Himmelskörper ändert , ein stets anwendbares Mit« 
tel dar;, um geographisch^ Längen zu bestimmeii. Man bat 
nämlich Tafeln über den Abstand des Mondes von der Sonne 
von drei zu drei Stunden nebst der zagehörigen Zeit eines 
Normalmeridians entworfen. ^3 ^^^ ^'^ "^^ mittels eines 
Spiegelsextanten die Entfernung beider Himmelskörper ge- 
messen, .und den Augenblick der Beobachtung an einer (Ihr 
bemerkt, die zuvor nach der Zeit des Ortes, dessen Länge 
bestimmt werden soll, regulirt worden ist, so sucht man die 
beobachtete Mondsdistanz (D) in den Tafeln auf, und vergleicht 
die dabei befindliche Zeitangabe des Normahaeridiacs mit 
der Zeit des Beobachtnngsortes. Die Differenz der 
beiden Zeitangaben, in Bogen verwandelt, ist 
der gesuchte Längenunterschied. 

Da die Mondsdistanzen nur von 3 zu S Stunden berech- 
net worden sind , so wählt man die zunächst höhere , welche 
wir F, und die zunächst niedrigere, welche wir G nennen 
wollen, und schliefst, indem man dieAenderung derMonds- 
distanz der Zeit proportional betrachtet, auf den Augenbück, 
in welchem D eintrat , nach der Gleichung : 
F — G:P — D = 8 Stunden : t 
= 108W : t 

Den Werth von t, zur Zeitangabe der Mondsdistanz F, wenn 
sie die frühere ist, addirt, und im umgekehrten Falle von 
ifar snbtrahirt, verschafft uns also die Zeit des Normalmeri- 
dians, welche dem Augenblicke der Beobachtung entspricht, 
und , mit der beobachteten Uhrzeit verglichen y den Längen- 
unterschied beider Meridiane ergibt. 

Es darf jedoch hierbei nicht unberücksichtigt bleiben, dafs 



*) Dergleichen Tafeln finden sich in der Pariser Connaissance des temsy 
in Schumachers Ephemeris ol the Moon's Distances etc. 



Digitized by 



Googk 



— 805 ~ 

die darch ontaittelbare Beobacbtun^ gewonnene Gröfse D 
blofs die scbeinbare Mondsdistanz ist, nnd dafs wir ei- 
gentlich die wahre Mondsdistanz D', oder denjenigen Win- 
kel , welchen die Mittelpüncte der Sonne and des Mondes am 
Centnim der Erde bilden, Sachen müssen. Es mofs daher 
eigentlich folgendes \ erfahren eingeschlagen werden. 

In demselben Aagenblicke , wo ein Beobachter mittels 
eines Spiegelsextanten die Entfernung des Sonnenrandes von 
dem Mondrande mifst , müssen zwei Gehülfen desselben die 
Höhen beider Himmelskörper beobachten. Wenn man za 
den beobachteten Winkeln noch den scheinbaren Halbmesser 
der Sonne nnd des Mondes addirt, so erhält man also die 
scheinbaren Höhen and die scheinbare Entfernung 
der Mittelpüncte der Sonne und des Mondes. Die wahre 
Entfernung der Mittelpüncte finden wir vermöge dieser drei 
Werthe und der leicht abzuleitenden wahren Höhen ^^ 
durch jfolgende trigonometrische Betrachtung, welche sich 
auf ein , durch die Verbindung des Zeniths mit Mond und 
Sonne gebildetes sphärisches Dreieck ZMS (Pig* SO.') be- 
zieht. In diesem Dreieck erscheint der Ort des Sonnemnft- 
telpunctes (S) za hbch , weil die Wirkung der Strahlenbre- 
chung die widerstreitende der Parallaxe bei weitem über- 
steigt, der Mond (M) hingegen, dessen Parallaxe immer 
die Rcfraction übersteigt , dem Auge an der Erdoberfläche 
niedriger , als von ihrem Centram aus gesehen. Die wahren 
Oerter beider Himmelskörper liegen aber mit den scheinbaren 
in denselben Yerticalkreisen , wodurch also zwei sphärische 
Dreiecke ZMS und ZM'S' entstehen, deren Seiten sämmt- 
lich verschieden sind, die aber einen gemeinschaftlichen 
Winkel z enthalten. Es sey nun 



*) S. §. 8S. (dritte Anfgalbc) and §. 90. 
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die beobftehtete MondsiMaiUB MS s: D 
die wahre Mendsdistanz M'S' = D^ 
die beobaehtete Höhe des Mondes MN = h 
die wahre Höhe des Mondes M'N = h^ 
die beobachtete Höhe der Sonne SB ^s H 
die wahre Höhe derselben S^R = H^ 
Es isi daher: 

cos D — sin h • sin H 



cos z = 



cos z = 



cos h . cos H ' 

cos D^ — sin h' • sin H^ 



cos h' . cos H' ' 

daher: 

cos D — sin h . sin H cos D* — sin h^ > sin H^ 

cos h . cos H cos h^ • cos H^ 

oder endlich: 

^^ n. cos h^ cos H^ (cos D — sin h, sin H) . ,, . „^ 

cos D' = ^ . ^ p 2 4. sin h^ . sin Hf 

cos h . cos H ^ 

8. 98. 

Von den so ebenerwähnten Methoden der Längenbestiin«- 
o>Q>^ gewahrt diejenige mittels Palversignalen allerding^s die 
gröbte Genauigkeit, aliein sie ist dodi nur aaf nicht sehr 
weit von einander eotferoAe Orte anwendbar. Durch die 
Methoden der Längenbestinuming mittels des Chronometers 
und der Mondsdistanzen gelangt man dagegen zu keinen 
sehr genauen Resultaten , und es ist daher nothwendig, die 
Art und Weise kennen zu lernen , wie i^an ,eine Längen- 
dÜTerenz , welche auf eine der beiden zuletzt erwähnten Me^ 
thoden gefunden wurde, zu verbessern im Stande ist; 
Für diesen Zweck sind die Sonnenfinsternisse und 
die Bedeckungen der Sterne durch den Mond, 
wenn sie mit Sorgfalt beobachtet werden, sehr geeignet 

Alle ^Rechnungsarten , welche mch auf diese Ersehei-' 
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nun^en beziehen, sind auf dfeB^stimmang der schein- 
baren Winkeldistanz der beiden sieh bedecken- 
den Gestirne gegründet Diese Distanz, in dem näm- 
lichen ÄHgenblfek beobachtet, ist wegen der Parallaxe nicht 
dieselbe föi* alle Pnncte der £rde , wo man die Btnstemife 
sehen kann. 

Nehmen wir an , die Puncte des Raumes seyen auf drei 
rechtwinklige Axen bezogen, und die Ebene XY falle mit 
der Ebene der Ekliptik zusanmien. 

Bezeichnen wir durch 
1 , >. die wahre Lange und Breite des Mondes , dessen Ort 

wir durch A bezeichnen wollen ; 
L, A sey die wahre Länge und Breite des bedeckten ätems 

B , (oder der Sonne} ; 
g, h die Rectascension und Declination des Zeniths; 
n, q die Länge und die Breite des Zeniths; 
^ 9 die Horizontalparallaxe des Mo&des und die des be- 
deckten Gestirns; 
r die Entfernung des Mittelpnnctes der Erde von dem Mit- 
telpnncte des Blondes; 

r die Entfernung des Beobachters von dem Mittelpnncte des 
Mondes ; 

p Halbmesser der Erde in die Breite H ; 

1^', X'' die wahre Länge und Breite des Punctes C, in wel- 
chem eine Ebene die Himmelskugel berührt; 

© ^ie Schiefe der Ekh'ptik; 

S' die scheinbare Entfernung der Mittelpuncte der beiden 
Gestinie* 

Endlich nehmen wir an, dafs die drei Puncte A, B ond 
C in der nördlichen Halbkugel des Himmels liegen« 
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Wihlen wir nun ein neues rechtwinkliges Coordinaten«- 
system , und zwar ein solches , dessen Anfangspunct wie- 
deram mit dem Mittelpnncte der Erde zusammenfällt^}, 
ond in welchem die Axe der tl„ gegen einen Panct C der 
Himmelskagel, dessen Länge and Breite wir durch h^^ V 
bezeichnen , gerichtet ist Als Axe der y// nehmen wir die 
Linie OD an, welche in der Ebene der Ekliptik liegt, und 
mit Z einen rechten Winkel bildet. Zur Axe der Z// neh-^ 
men wir die Linie OE, welche auf die Ebene der X// jn 
senkrecht ist. 

Wenn wir nun durch den Anfangspunct der Coordi- 
naten eine gerade Linie ziehen, welche dem scheinbaren 
Radius Vector r' des Mondes gleich und parallel ist, sosiiid 
die Gleichungen dieser letzteren Parallellinie in Bezug auf die 
neuen Coordinaten: 

y// = P'x,; , z„ = q'X;, 
Die Gleichungen des scheinbaren Rad. Vect. R' des bede€k«> 
ten Gestirns sind: 

y,„ = P^X;,, ; Z;;, =s Q' x,„ . 

Nach einem bekannten Satze der analytischen Geo- 
metrie ist also die trigonometrische Tangente des Winkels 
Z^, welchen die beiden RadiiVectores r* und R^ mit einander 
bilden, oder die seh ein bare ^^3 Winkeldistanz der Mit« 
telpuncte der beiden Gestirne 



(^M.J tg S/ _ ______ _ 

•) «.vFig. 51. 

**) Scheinbar nennen wir jeden cölestiseheif GegCMtandy trentt ef 
▼on einem Puncte der Erdoberfläche betrachtet wird; Wfthr wird 
er genannt , wenn wir uns den Beobachter im Mittelpuncfe ^ei Erd« 
denken. 
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ein Alisdrack, in welchem wir nur die Werthe von P^, Q^, p^, q' 
zu substitairen brauchen, um die Gröfse. der scheinbäreii 
Winkeidistanas zu erhalten. Allein die Formel M ist noch, 
wie Mir im Folgenden sehen werden, bedeutender Verein- 
fachungen fähig. Ehe wir Jedoch diese Vereinfachungen 
vornehmen, wollen wir zuvor die Werthe von <•', Q\ p% q' 
aufsuchen. 

$. 100; 
Zuvörderst hat man 



p' = ^,q^=^ 

Wenn maul ferner durch (r, x//), (r, y^r), (r, z/,) illie 
Winkel bezeichnet, welche der Rad. Vect t mit den Axen 
X/^^ y,^, Z//, bOdet; und durch a, b, ^ die Cosinusse dieser 
Winkel, so hat man offenbar, wegen der sphärischen Drei- 
ecke ZAC, ZAD, ZAE, diese drei Gleichungen: 

r a =cos (r^ X//) = cos (1 — FO cos X cos V' + sin >. sin X'/ 
(^1.^ Jb = cos (r, y/0 = sin Ö — l'O cos X 

f c== cos (r^ Z//) = sin X cos X'/ — cos (I — PO cos X sin X'^ 

Auf die nimliche Weise erhalten wir drei andere Gleichun- 
gen und zwar für das Zenith des Beobachters : 

Sa = cos (p^ x/,) = cos (n — l'O cos q cos X'' + siä q sin X'^ 
^ a= cos (p^ y,,) sb sin (n — l'O cos q 
Y i=s cös (e> Z//3 == sin q cos X^' — cos (ri — l'O cos q . sin X'< 

Wenn wir nun die Radien r, r< und f auf die Axen dei" 

^fi Ji/j ^n projiciren, SO ist offenbar: 

X,, = ar — ap, 

y,, = br — ^e, 

z,, «er — re 

Hieraus und aus dem Vorhergehenden fWIgt i 

U 
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.^ K// ar w- uf 

Wenn nun jn dem Dreiecke Fi^. Sli. g den Halbmesser 
der Erde, r die Entferiiung des Mondes vom Mittelpuncte 
der Erde und t^ die Horizontalparallaxe des Mondes bezeich- 
net) so ist offenbar: r . sin >^ = p, oder näherungsweise: 

r . ^ = p; daher — = \|/. Es ist demnach auch 

*^ a — a4'' a — a>^ 

lY^w wir .ebenso durch A, B, C 4i^'eiiig^n W^be dar 
CKteicluii(^ea<l.) boeeichiien, w^che wir 'ertiaUen, wena 
wir statt 4er hingn^ und Breite des MoBdes die Läog^ und 
Bra(e4^ bedeckten Gestiriis setzen, d, k w^mw wir 1 la i^ 
und A. in A vervKiHideln, sa findet inao in Be£tehuQ[^ aof das 
t^deckte Gestirn: 

AR — ap "^ A — al^^ ( 

^ '^ AÄ ~ ap — A — «W^ 

wo W den Simie d«r HeriamtaliHRailase dieses GesAms Me« 
zeichnete 

Man wird übrigens bemerken, dals die beiden %stenie 
von Gleichungen (1.), (2.) folgenden Gleichungen iietküg% 
leisten: 

+ b^ + C» = 1 , a* + ^« H- y« = 1 

\Aa+hß4'CY=s COS (r, ^)=: COS (1— n) cos X. cos q+sip X.sin q 



ra^ 



«. 101. 
Wir wollen nun suchen, die olbi^n allgemeinen For- 
meln einigemu&eti an verentflMfaen. Nehmen wir zu diesem 
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Zwedce an, derPonet C!f!UIe mit dem Punct A^ in welchem 
sieh der Mond befindet, zusammen. Man hat in diesem Falle 

l=sl'/, X =aX'/, äfso a=Ä i, b = ö, cssfeö 
and 

P= 1 — oi}/'^ 1 — a^ 

Diese beiden letzteren Werthe sind also die Wirkoni;^ der 
Parallaxe des in C stehenden Monden« 

Nehmen wir jetzt an, die Axe der x,, gehe dmrch den 
Mittelpnnct der Sonne; so hat man: P^ sL, V^ a A sa o, 

und folglidi A =: 1, B = o, C s o and P' ss - ^"3,^J^ - 

Was die Gleichnägeii (1.) (3.) ^belan^, sit WiEffdeii 
dieselben, \renn wir däfifi I'' =3^ L aUd X^/ =s d set&en: 
fa e=s cos (I — L) cos * 
(1/) )b = sin (1 — L) cos 1 
(e aa sin A 

fa =s cos (n — L) cos q 
Q»') }ß = sin (n — L) cos q 
( y SS sin q 
Ungeachtet dieser Vcreinfachangen wurde die Formel 
(91) für die Ausübung doch üöeh viel zu complicirt seyn, 
Alldn es [ist leicht einzusehen, dars jene Formel in Bezug 
auf die Sonnenfinsternisse auf folgende reducirt werden kann: 

(MO. tg 2' = >/ CP' - PO' + (q' - ÜO* 
ohne dafs dabei ein Fehler von (V^,! begangen würde, weil 
p/q/ und Q'q^ sehr klemp Gröfsen sind. 

S- 108. 

Doch der Ausdruck (HO U&t sich noch mehr tefeid' 
fachen. 

Nach dem Tor faergeheiideii hat man in Bezug auf die 
Sende: 
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a — «<!' 
b- ^(t}>-aW) . 

indem man die TheiMtze der zweiten Ordnung, als sehr 
klein, vernachlässigt. Ebenso ist: 

Da aber a = cos (1 — L) . cos X immer nur äusserst wenig- 

v«n der Einheit verschieden ist, so kann man in demTheil- 

«it«« aW den Coefficienten a = 1 setzen; man hat dann: 

b — ß (* — W) 
p/ _ p/ = _2 tLLI_ L. 



^ ^ a — a>^ 

Aus der Gleichung M' folgt also: 

Diese Gleichung gibt die scheinbare Distanz der bei- 
den Gestirne mit einer Genauigkeit, welche in allen Fällen 
hinreicht, sowohl bei den Sonnenfinsternisseti , als auch bei 
den Bedeckungen der Sterne durch den Mond. 

S- 108. 

Bei den Sternbedeckungen mufs man die Axe der 
x„ nach dem bedeckten Sterne richten, ebenso wie wir uns 
vorhin bei den Sonnenfinsternissen die Axe der X// dorch 
den Mittelpunct der Sonne gezogen dachten , und man hat 
alsdann : !'' = L , V' = A. Setzt man 1— L=t,X— A = u, 
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«o nehmen, wlbs leicht einzosehen ist, dteGleiehangen (1), 
(2) folgende Form an: 

^ a = cos u — 2 sin ^ Va t cos A cos X*) 
(1'/) jb = sin t . cos X 

r c = sin u + 2 sin ^ Va t sin A cos X 

r a = cos ( n — L ) cos A cos q -|- sin A sin q 
(2'/) } ß s=r sin (n •-- L) cos q 

( 7 =s cos A sin q — cos (n — L) sin A • cos q; 

und aufserdem hat man bei Fixsternen n =: o, (wo n die 
Horixontalparallaxe bezeichnet) 

$• 104. 

Am Anfang und am Ende einer Finstemifis seheinen «idi 
die Scheiben der Gestirne zu berühren , und alsdann ist die 
scheinbare Entfernung der Mittelpuncte von einander = der 
Summe der scheinbaren Halbmesser. Diese scheinbaren 
Halbmesser sind im Allgemeinen verschieden, nach Maas- 
gabe der verschiedenen Höhen der Gestirne über dem Hori- 
zont , und es kann also die fragliche Summe., genau gaaora-* 
men , nicht dieselbe seyn, welche wir aus den astrononiiachw 
Tafeln erhalten. Diese kleine Veränderlichkeit der HaBb«- 
messer ist bei dem Monde am merklichsten, weil er der 
Erde am nächsten ist Bei den übrigen Gestirnen 
kann sie vernachlässigt werden. 

JBasey d der Halbmesser des Mondes^ wie er in den 
Tafeln angegeben ist, d. h. am Horizont, und d^ sey der 
Halbmesser des Mondes , wenn er in einer bestimmten Höhe 
über dem Horizont steht. "Wenn aufserdem r und r^ die Ent- 



*) Denn e« ist cos t . <^b ^ • <:ob A + «in A . sin A 
=s (1 — 2 sin ^ V2 t^ cos A . cos A -f- sin A . sin A 
SS coi A . cot A -4- sin A . sin A — 8 sin 3 1/^ t . cos A CM A. 
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farpwgfm 4fi» Mitt^punetes i» Mo^üe» \Q9, denpt Vdfi^ 
pimcte der Erde und von dem Orte d^ Bl^biditeri ToreMi- 
leii, so hat man offeniMur 

3in d' = -— - sin d 
r* 

Den Wertji von -^ finjlc^ wir ßjft fol^^ende Art. 

Man nehme den HittelpiuiCt C dm Erde (1^. 58.) mm 
Urspnm^ eines rechtwinkligen Co^rdinatensjjrstems, an, wo- 
b.?i die Axe der X diircli ^en Firublüj^gsqiicbllisl^iobepmct 
geht, and die Axe dejr Y |n (l^r ^beoi^ des Ae^j^oators Ue^ 
Die Axe der Zf geht dam dorpb den ^Nordpol dieses Kreises. 
Die häge des Panctes E sey nnn durch die Coordinatep CP, 
FM9 KJC gegeben. 

Ss seyen also x, ;y^, ^ die Coordinaten des WttelpnnclB 
E eines ßesürns j welches in der nordl^hen JülbHlB^ steht^ 
r m GE sey iseine ^3i^em|ing vpn dem MittelpHncte der 
Erde ; AB ^ ISN laeipe Rectascenaion, fi ps EN seine Bei- 
eltaatioB; joian hat alsdann: 

(a.) x=sr.cosAE.eoßP>;y?:9r.sin.AE.co&D; ^.r^r^ sin,9 
Ebenso seyen X, Y, Z die rechtwini^l^en Coordinaten des 
Plnctes auf d^ Ob^rfftche derj^do, in welcbcfp sich der 
Beobaf^bter befindet, g, h seyen die Bectaspension find die 
Deolinatfon des ^eiiiths; poan hat idsdann, wenn pnan den 
Halbmesser der Erde ps p setzt: 

iß) X=s;p.cosg,cosh, Ysspising. cos, h,;Sr==f f sin . b 
Endlich nehme man den Ort des Beobachters ^nm Apl^ngs* 
pnncte dreier andrer rechtwinkliger Axen, welche den er-r 
steren parallel ßlnd, and bezeichne hierauf durch r^ die Ent-r 
femnng des Beobachters von dem Sterne ; durch AB^ Me 
scheinbare Bectascensiwi und durch D' die seheinbwre He« 
clination dieses Gestirns, so hat man 
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Offenbar finden nun zwischen den Coordinntea de^ wahren 
und den Coordinaten des scheinbaren Ortes folgende Glei- 
chungen statt: 

(9) X' = x — X, y'=y- Y,z' =s»-Z, 
oder in Beziehung auf a, ß und / 
r^ cos AR'' cos D^=r cos AB . cos D— f cos g. cos h v 
r^ sin AR' cos D^ = r . sin AR..C0S D.— { sin g . cos h > ( t > 

r' sin D' = r sin D — f sin h ) 

Erheben wir eine jede dieser 8 Gleicbungea aufs (Quadrat, 
und sununiren wir die Resultate, so finden wir 

r/> SS r> — 2 • r . p [(cos AB. • cos g -f sin AB . au.^ 

cos D . cos h -ir sin D • sin h J -f- p*, 
oder: 
r» » B* — ».r. p [ooB $aB.^ g) • eo»* . ios b 

•f* ski .. sini hi|i Ht- P^f 
o4eff mjt Baeiehnng auf die; BhHptfc^ 
r» s&r* — 2(^11 [«M 0;-«**n!li cm^ cos. ^-^ sinr X\. mn^q} 4^>f^, 
oder nach (3) im $• 100, 

r'* = r* — 2pr . «os (r, p) + p» 



oder 
#der 



-^ = l-..t^cos(r,e) + -J^ 
-^ = 1 — 2 1^ cos (r, e) + ^* 



Wenn man ferner in der Formel (JV.) die sehv kleinen TheiU 
sätze ßW ond f <F vernachlässigt, was unter den gegebenen 
Umständen erlaubt ist, so kömmt: 



(a - ai)/) tg 2' = >/ (b -- t?*>^ + (c - »+)» 



= >/(!-«*)+ V (1 ~ «*) - 2 + (ob + cy), 
wir die Gltjchung« C8i) benicksiehtigM^ ~ Aus^kr 
letzten Gleichuaf; ediült maa laieht : 
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(a — a^y sec *2' 3= 1 ■. 2 1^ cos (r, f) + i).» s=s J^ 
endUch: sind'« '^» *'*'»* ^' 



a — aij/ 

E9 sey nim D der aas den Tafeln bekannte H^bmetswer 
der Sonne, wenn dieselbe im Horizont steht , mafi hat alsdami 
so Anfang wie zu Ende der Finsternils : 2^ &s d^ + O odqr 
sin d^ = sip ;§^ cos p — cos 2^ sip D. 

ßgbstttoirßn wir ^esen Werth von sin d^ in i&e vorigp 
Cfleiehang/3Q fsrhfilt man ^^dlich; 

Die Formeln (K3 und <F) «rsoheinen zwar sdion ontev 
ziemlich einfacher Gestalt Um sich jedpoh bei densdben mit 
Bequemlichkeit der Logarithmen bedienen zn können, ist es 
nothyrei^dig^ zavor ppch ein^f^ Transformaftionm mit ihq^ii 
vorzunehmen* 

g. 105. 

Anwenduqg auf d[ie Sonoeiifiogternfasi^at 

Es sey 1 — L =s t; wir erhalten dl^^l ffoiß CYQ ff))f| &"} 
die Gleichungen: 

!' a =s cos t • cos X 
b = sin t . cos X 
c = sin ^ 
r a SS cos Cn — L) cos q 
(8.) } ß s=s sin Cn — li) cos q 
( r = sin q 
lUHldi^ Formel (N) kann, ohne dais daraus ein merklichei 
FeUer hervorginge, so geschrieben werden: 
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* ~" COSt.COsX — l^ai)> 

Um abzakürzen sey 

( cos t cos X — 8in a^ =s k . 

Mao hal tMamt mit B«rflckcnehtigniig der Kleinheit der 

WUkat 

(NO te S' =s V^ (sin T -. sin e)* + (sin X — sin f)« 

ßetzt man also : 

f4-| cos % (>» -H f ) aiP (X ~ f ) _ .„ a 
^T' cos >A (t +.e) sin (t — e) — •« " 

89 hat man 

(5.) tff 2' s= co»'^/, (t + e) sin j* — e) 

, k • cos Ä 

Was femer die Formel (P) anbelangt, so Tierwandelt sieh 
dieselbe, indem wir a s ai)> ss k setzen, in fönende : 

c«) ^ -' = *»!> O + ttott) 

Mittels der Gleichoog (5.) erhält man also die scheinbari^ 
Distanz 2' der Mittelpancte der beiden Gestirne bei der An- 
uähtruBg oder während der Dauer der FiBstemifs ; und Mit- 
tels der Gleichong (6.) erhält man die nämliche DistiuiK, 
wenn die Gestirne sich berühren. 

Endlich wird noch bemerkt, dafe man die Län^ und 
. Preite des Zeniths, oder n und q, durch die Formeln findet: 
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^^ ^ _ COS g > cos h 

cos q =: s 

^ cos n ' 

oder sin q £= sin h . cos — cos h • sin- o • sin g. 

Die Formel (N) eignet sich dazo, dfeFeMer der Monds- 
tuleln kennen m lernen , wenn« nuui ao! einmi sefcfam Qite*, 
dessen Länge man schon genau kennt, eine gate Beolkick*- 
timg gemadit hat. Wenn man nfimlicb. daselbst die Zeit der 
Immersion nnd die derEmersion beobachtet hat, so berech- 
met man mittels iet Tafeln die Lfing-e I und dje Bueite X 
des Mondes, ebensa wie die ibrigen Elemente "^y. der Formel 
(N), z. B. für die Zeit der Immersion; nnd bestimmt so- 
fort, nach dem vorhergehenden Verfahren, dfe Werthe von 
Z^ und a^ Wenn der eine vmi d^nr andern um eioe Gröfse 
dZ^ verschieden ist, so dafs or/ = 2/ -f- dS^ , so drückt diese 
Gröfse dZ', welche offenbar positiv oder negativ seyn^wirii^, 
je nachdem o^> oder <Z^ ist,, den Fehler ia der. Distanz 
«US, welcher durch ifie Fehlerhaftigkeit der Tafeln hervor- 
gelNracltt w»f de. Nehmen wir also aa, die cerrespondipen- 
den FeUfic jhi'der Inänge un^ B«eite seyen dt wai d%, so 
erhftlt man eine Bedingangsgleichiing zwischen diesen drei 
Fehlern, wenn man die Gleichung C^O differenziirt. Aber 
wie bemerken, dafis die kleinen Winket e, f, ^' bei dieser 
0||Maration als constant angesehea werden können, weil- sie 
äeli in. der That nioht meiküeh verfindeni. Der Meimer k 
ist daher ebenfalls ala QnveränderJioJivanaQBseheni 



*) Zu dieMB Xaementen g^öri, wie wir wiMen^ anch die Lfinge der 
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IKtHiekncIit «tfdfe]a$i]|)i«ijt4e#WipKelluit ««nabo 

' "T J öin (t — e) — ^5 — 
Ebenso sey 
«M. tg^ 2// a» *l cos *, c(» P^V si» (X,—!;).'^^ 

die correi^ondirende Gleichnog fär die Emerslon. Die Ver- 
bindang dieser beiden Gleichungen , in welchen wir die Co- 
»nasse, welche von der Einheit wenige verschieden sind, 
s= 1 setzen können , verschaift uns die Werthe dor bei- 
den Unbekannten dt und dX; hernach findet man durch 
die stündliche Bewegung; die Zeit d^r .wahren Conjunc- 
tion^ nnd endlich genau die Länge and Breite des Mondes 
in diesem Zeitpunct 

Esseyen z. B. dl und dL die Bewegungen des Mondes 
und der Sonne während einer Stünde, und x der Zwischen- 
raum der Zeit, welcher die beobachtete Phase ^) von der wah- 
rest Cpnjunction scheidet ; so hat man für die wahre Länge 
des Mondes in dieser Epoche 1 + dt + ^ • dl 9 weil dt der 
Fehler der Tafeln ist, und x . dl die Bewegung während x 
Stunden. Ebenso bat man L-fx . dLfurdie correspondirende 
JLlUige dj^. Sonne, j^lgUch 

_ 1 — L ^ dt _ 1 — L + dt 

d.L — dt ' ~ f*: 

WO f» =s dl — dL = der relativen ständlichen Bewegung 
in der Länge ist 



•) Immeirion o4^ Eipoirnon. 
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AtS diese Weise können wir also den Ort des Df ondes 
fär die Zeit der beobachteten Phase und fär den Augenblick 
der Conjunction genau bestimmen. 

Kennt man nun die Fehler der Tafeln , so ist es leicht, 
die geographische Lllnge eines Ortes zu erhalten, Wo eine 
Beobachtung gemacht worden ist , welche einer von denen 
eorrespondirt, deren man sich zur Bestimmung der Fehler 
bedient hat. Mittels der Tafeln und der beinahe bekann- 
ten geographischen Länge des Ortes berechnet man die 
Lfii^e , die Breite und die scheinbare Entfernung der Mit- 
telpuncte, für diesen Ort und für die beobachtete Phase ^}; 
allein es wird bei dieser Distanz ein Fehler stattfinden von 
dem Werthe dS^, , und bei den Unterschieden der Länge 
und Breite der beiden Gestirne Fehler von dem Werthe 
d t,, , d X,, , welche Fehler lediglich von der unrichtig ange- 
nommenen geographischen Länge herrühren. Bezeichnen 
wir also durch M die relative Bewegung in der Länge 
während einer Zeitsecunde und durch N die relative Bewe- 
gung in der Breite ebenfalls während einer Zeitsecunde, 
setzen wir femer dt,, = M • d (p , dX,, = N • d<p , wo d<^ 
den Fehler in der Zeit ausdrückt , welcher bei der gesuchten 
Meridiandifferenz begangen wurde, so hat man nach dem 
Vorhergehenden : 

d2,, tg2'/=N d<p . tosK cos(^i^) sin(X,,-f,,).£^'} 

+ Mdcp cos X„ cos i„ cos (^^) sin(T„-e„)^!J^^ ' 
Substituiren wir hierin den auf die fräher angegebene Weise 



*) d. h. entweder ffir die Inunenion oder für die Emerdon. 
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gefuQc^iieilWecth d^ scheinbaren Entfernong der Htitti^^nc. 
te, so ist in dieser Gleichung nai: nochi die Cüröfi^e d<^. unbekannt 
Durch die Gleichung 9 kann also der Werth von df ge- 
funden werden. Nennen wir <p die angenommene Heri- 
diandifferenz, in Zeit ausgedrückt , so ist also die gesuchte 

wahre Diferfnz =» <p +.d^ =;? f ^^ — 1^ •» 

%. 108. 
Anwendung auf die Sterobedeekungem 

Wie schon oben angedeotet worden ^ mufs man bei der 
Berechnung der Läpg« mitteis Stembedecknngen sich das 
Coordinate^srjrgtem g«) gerichtet denken 3 dafs der Punct.C 
niit dem bedeckten Sterne B zusammenfallt, nn^ maji hat als- 
dann 1'^ = L, X// =5 A, ( s. §. 1(^.) 

Unter dieser Voraussetzung wollen wir nun der FormeLJNL. 
eine solche Gestalt geben, in welcher sie auch auf Sternbe- 
deckungen bequem ;anwendbar ist Zu diesem Zwecke 
setzen wir ^ (1)/ -h W) oder sin (n — L) cos . q (^— W) == E 5 
b oder sin t.cosX= (t.cosX) sin 1''= sin T;T= t. cos Xj 

c oder sin u + ^ sin^ — g- t sin A cos X setzen wir 

t* ' 

=: u . sin 1^' + -^ sin »1'' sm A . cos X 

s=s sin 1^ (u -i — 5- sin 1'' sin A cos X) 

' t* 
= sin y, daher V = u + -o"®'** ^" sin AcosX; ^(ij/— W) 

öder (^ — W) [sin q . cos A — cos (L — n) cos q . sin 43 

setzen wir = sin F; a oder cos u — 2 sin* ~w~ t cos AcosX 

setzen wir -= cos n 5- sin' *1'' cos X . cos A =s V. 

Endlich setzen wir a — «1)/ = V — sin ^a = K. 
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tä den voilteri^liefideiiFoiiiieln mdfiittifttfi m&erAMi Vss« 
setzen, weil bei den Unteren kefine Paiidliite sUttt indet. 
Man hat ntmineiur: 

. «, V [sin T — sin E]» + [sin V — sin F]* 

tg S^ ^ ^r: : g , . 

Mit dieser letzten Fonkiel kann man gmz dte HttnHeft^il 
Transformationen vornehmen, wie mit der Formel N^. Sie 
erhalt sodann die Gestalt: 

t-,y _ cos V, (T + E) sin (T -- jB) 

tong. "--^iirvrrrHrE)"sm (T^^B) "**• 
Was 4fe li'onael 6. anftdinigt, io nratä in derselbi^, ditt 

sie bei Sternbedecknngeii teo gebirandien , k ia K vc;rv^Mi-> 

deit werdeil. 

Es ist alsdann t^o' = tg1) + y^"* ^ _ . Ans- 

B. • eos o 

serdem bat man im gefenwdrtigen Falte D s^ o, Mglicii 
ig a^ zsz — » — , oder einfacher a' == — ^ . 

S- 109. 

Beispiel. 

Berechnung der hängendifj^erenz von Pari» und BetHn mittete 
der Bedeckung eines Sterne. 

Wir haben bei der folgenden Berechnung weniger den 
Äweck, sehr genaue Itesnltate zu erhalten , als vielmehr dem 
I^ser den Weg zu zeigen , wfe tt die vorhergehende Me- 
thode anwenden soll. Wir nehmeft als Beispiel die Bede- 
ckung des Antares, beobachtet am 16* April 1749. 
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T 



1«. April 1749. 



Wahre Zeil der Beobflditiiiig. 



Za Paria. 
Immersion. 



U^ it 0" 



Berli n. 
Immersion» \ Bmersioa. 



U** 6* 1»" 



l^^ UfW 



Aber zu jener l&ett wd*^ üan^ielfoii, dafe die ösrtlidie Länge 
Berlins von Paris beinahe = 44^ 4'^ (in Zeit) ist; also 



ae. Ayiü 174». 



ta Paris. 
liiBaiersion. 



Za Berlin. 
ImmeriBion. Emersion. 



Wahre Zeü der Beobacbten- 
g:en , auf Paris redacirt. 

Correspondirende mittlere 
Zeit. 



18'" 1' 2»" 

i8.a.8S,8 



18^ 22' 15" 
18.S4.n^ 



14^ 28' W* 
li.Sl.1,8 



Nach den Tafeln der Sonne and des Mondes, welche damals 
existirten, bildete man folgende Tafel: 



Za Paria. 

Immersion. 



Za Berlin. 
Immersion. Emersion. 



Lange des Mondes s: 1 
Sndliebe Breite des Mondes = X 
Parallaxe des Mondes. 



8» 5' 81' 42" 4 

8.47.58,7 

57.16,2 



8.5M8'16' 

3.47.18,7 

57.15,9 



68<6< 



[O20'7"8 
8.45.10,8 
57.17,1 



Wahre Zeit in B offen. 

- dar© 



195' 20' 0" 
15.58.2,8 



21 P 34' 45' 
15.58.50,7 



228* 13' 80" 
16.1.24,7 



Rectascension des Zeniths = e 
Declination des Zeniths zr n 
oder 0eo;graphische Breite. 



Halbmesser des ( imHorlasoot. 
VergeMeniag. (§. 104.) 



2in8'2"8 

48.38.50 



22t<*88'35"' 
92.10.24 



7244' 



4'54<'7 
52.flD.24 



15' 38" 3 
«.9 



15' 88" 5 15'88"8 



V 



8,0 



Scheinbarer HalboMseer des (^ 



«r-sc 15'41"2 <r"spl5'4P'2 r'"=15'41"8 
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Afli W. AjNril 1749 war L oder die schdubiu e LÜnge des 
Antares = 24ß^ 16^ 19^', 2; die scheinbare Breite desselben 
£= A = 4 . 82 . 10,5 ([südlich). 

c9 oder die Schiefe der Ekliptik war für diese Zeit 
£=r 2S« 28' 22^'. Aas diesen Angaben folgt 

t = 1 — L = «- . 44 . ä6,8 = — 2676^8; 
u s: % — A = + 0,44 . lljs = + 2651'/, 8 

$. 110. 

Die erste Operation besteht darin , dafs wir für die Zeit 
der Immersion isa Paris die sebeinbare Entfemting der Mit- 
te^onete der beiden Gestirne suchen , um diese Entfernmg 
mit der Summe der scheinbaren Halbmesser zq rergleichen, 
und hierdurch za erfahren, welche Wirkung die Fehler, wo- 
mit die angenommene LängendilTerenz und die aus den Ta-> 
fda entnommene Angabe des Ortes des Mondes behaftet ist, 
auf jene Entfernung der beiden Gestirne hervorbringen. 



I« Berechnung der Länge n des Zeniths nach der 

Formel : 



tg n = cos o . tg g + 

log . cos o = 9.96248 
log ' tg g = 9.78391 

log (cos o . tg g) = 9.74689 

eosoigg = 0,5S768 

— 0,52968 

tg n = H- 0,02805 



sin 



tgh 



($.105.) 



cos g 

log . sin <D ss= 9,60022 
log . tg h ae 0,05544— 10 
compl. cos g = 0)06831 



sin CD 



cos g 



^— «V 



ü == 181« S«* 24"; (ö — L = — e4«.89',SS",4> 
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n. Berechnung der Breite q des Zenitibs nach der 

Formel: 

cos ff . cos h y-^» .^- -V 

cos q = 2 rt 105.3 

cos n ^'^ -^ 

log . cos g = 9. . 93169 — 
log .cos h = 9 . 82000 
compL log . cos n = . 00017 — 



log . cos q =s 9 . 75186 + 
daher log . sin q = 9 • 91658 



in. Berechnung von V nach der Formel: 
u + -i- sin V^ sin A cos X = V. (§. 108.) 



log t = 3,42762 — 
. idem = 8,42762 — 
log . sin 1" = 4,68557 
compl. log . 2 Sä 9,69897 



t» 



log "V ®*" ^'' = 1,28978 
log . cos X = 9,99904 



log. du =0,13698 

du = — l''8T 

u=2661'^,80 



y =: 2650' 48 SS 
=a4.do3B4410'^4 



Jog -g- sin 1'^ cos X = 1,23882 

sin A =8,89811 

log (y sin V . sin A cos X ^ = 0,13698 
= log . du 



IV. Berechnung von V nach der Formeh 
V' = cos a — ^ sin n^' cos X . cos A (§. 10&) 

15 
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Wie wir «bea geseheii hahm, ist: 
log . -a- sin 1" . cos 31 = 1,: 



Addiren wir hiersanoeh den Lo^rithmen von cos A =9,99863 



Dod von sin V* 



4,68557^ 



«in * 1" 

logt* ^ cos X cos A = log du' =s i^WaOi, 

daher du' = 0,00006S7 

log . cos n = 9,99996 

cos u = 9,99991 

— du' = — 0,00006 



V' = 9,99968 

V. Berechnung von T nach der Formel: 

T = t . cos X : . ($. lOa) 

log t = 8,42762 — 
log cos . X = 9,99904 



log T = 8,42666 

T = — 26TO'',9 = - 44 30",» 



VI. Berechnung von F nach der Formel: 

C^ — *3 [sin q . cos A — cos (b — L) cos q . sin A] = P. (§.108.) 

log (i}' — *) = 8,53606 
log cos (n — L) = 9,68197 
log . cos q >c= -9,75186 
log sin A = 8,89811 

1,81742 
cos(n>-L) cos q . sin A . (4 — W) 
=» — 65", 68 



log (»1» — V) = S,t 
log sin q = 9,91658 

log . cos A = 9,99864 



8,45130 
(4— if)sin q . cos A =s2826"8 
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+ 65,7 
F =s 28W,S =+ 48'ia",S 



VIL Berechnung von i^a nach der Formel: 
^a =a 1^ [cos (n — L) cos q cos A 4- sin q < sin A] (§. 108.) 



log^ = 8,53608 

lo^ cos (n — L) == 9,68137 
log . cos q = 9,75186 
log cos A = 9,99864 



3,9179» 
^' cos (n — ' L) cos q . cos A 

s:827'',81 

^a=i SSÜT'fßi — 224",»r Ä 60S",57 



1(^^ = 358608 

log sin q = 9,91658 

log sin A =a 8,89811 — 

2,35077 — 
«fr < sin q . SOI A s~ 3K4'',27 



Vm. Berechnung E! nach der Formel: 
E = sin (n — L) . cos q . C^l' — *) (§. 108.) 

log (4- — *) — 8,58608 

log sin (n — L) = 9,95607 — 

log . cos q SS 9,75186 



logE 



=s 8,24401 — 
E =s — 1754",0 la — a9a4" 



IX. Bereduuu^ von k nach der Formel: 

V' — sin >^a =s K (§. lOft) 
V' « 9,99988 

sin t).a = 0,00298 

K = 9,99690 
log K s 0,99865 
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X. Berechnung von tg 6 nach der Formel: 



■*"- cos V. (T-f 
V = 2650 "4 
F = 2892",5 


E)sin(T-E) '-•• ""^ 

T = — 2670"9 
E = — 1T54,0 


V — F 7= — 242"! 

V + F = 5542,9 
% (V -H F) = 2rTl,4 

= 46'lt"9 


T — -E = — 916"9 
T + E = - 4424,9 

V»T + E = — 2212,4 
= — 86 52 "4 


log . cos '/, (V -H 
log sin (V — F) 
cp . log . cos V, (T + 
cp . log sin ( T — E 

log . ti 
sin 


F) =: 9,99996 

= 2,38899 — 
E) = 0,00002 
) = T,03768 — 


? © = 9,42165 + 
= 9,4ör01 



XI. Berechnung von £' nach der Formel: 

teS'= cosV,(T+E).sin(T-E) ., .no . 
* "^ K . cos © ^^' *"°-^ 



log . cos V» (T + E) = 9,8 
log sin (T — E) = 2,96232 
cp . log K = 0,00185 

cp . log .cos © = 0,01464 



log 2' 



= 2,9T829 
= 15'51",2 
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XII. Berechnung^ der Summe der scheinbaren Halb- 
messer der beiden Gestirne. 

Zar Zeit der Immersion za Paris hatte man : 
Halbmesser des' Mondes im Horizont, oder 
d = 15'88 ',8 = 988'S8 
log d = 2,97284 
comp, log K = 0,00185 . 

log a' = 2,97869 
also scheinbare Halbmesser des^, oder a^=s3 941'',2:=: 1541^^,2. 



Berechnet man auf die nämliche Art die Immersion und 
Emersion zu BerJin/so findet man : 
Für die Immersion: scheinbare Distanz Z*' = 15'5l'',18, 
— —Emersion: / — — 2"== 15.45,20. 

$. 111. 

Es mafs jetzt bemerkt werden, dafs, wenn die Monds- 
tafeln genau richtig wären , und die wirkliche Längendiffe- 
renz zwischen Paris und Berlin = derjenigen wäre, welche 
wir angenommen haben , man erhalten müfste : S^ =s <r^ , 
2'/ = a//, 2'/^ = a^'^ Da aber diese Identität nicht 
statt findet, und die Werthe a', a'', u'^' als fehlerfrei 
betrachtet werden können, weil sie von keinem derjeni^c^n 
Elemente abhängen, bei welchen Ungewifsheit statt findet, 
so folgt hieraus, dafs 

a/ — 2' = d2^ 
<,// — 2^' = d2'' 
a'/' — 2''' = d2'" \ 

Durch vielfache Beobachtungen ist man zu der Erfahrung ge- 
langt, dafs der Mond ebenso wie die Erde mit einer Atmo- 
sphäre umgeben ist, und dafs er uns vermöge dieses Umstan- 
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dCB an 8'' V* gröfser erschein, als er v^wklicb M> VerpiiMlmi 
wir daher den scheiokaren Halbmesser <r' des Mondes um 
8 und V* Secanden, so erhalten wir 

dS' ^ - 18",5, dS'/ = ^ IS",4, dS" 5s — 6;',» 

$. im 
Um die Fehler der Mondstafeln m bestimmen, und den« 
jenigen , womit die angenommene Ibängendiffere^ns behaftet 
ist, verfährt man auf folgende Art. 

Durch die Differentiation dw FormPl im $. ioa 
\ ,. 4/ Fsi n T ^ sin El» + [sin V ^ sin F]^ 

erhalten wir, indem wir JU, F und K als constaot ansehen; 
d2'jgI/-:£2^ [sin (T^B) cos (^^^^(cosX.cosf ,dn 

+ sin CV - F) cos (^— ) C09 V . d V] ; 
oder; 

8in(T — E) cos{^^)t 

sin(V-F)cos(y)eosV.dY] ^^^ »«' 

^ si„(T-E)cos^pr~J ^— 

oder du naeb $. 108» 

sin CT — B) «M f^M^ 

"» » = K-5-xA-^-^ . 

und 

. ^ cos % (V + F)giD (V — F) 
** ^ == cos V. (t + »)sin(r:=*'ET ' 

so hat man einfacher : 
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(a) dS' SS — . k: to £' I cos X , cos t , dt 



— »1 — 

(b) dS^ ^ (CO» e cos X . coe t . dt + sin0cos V.d V) ^^^ 

Durch dieUntersiichaiix der Formeln (a> und (b) findet m^n^ 
dar« cos negativ ist, wen^ sin (T — E') negativ ist} und 
dafs sin & das n&nliehe Zeichen hat, wie sin £V — F}. 

Es ist übrigens sehr nahe dV = da = d (X— A>s dlk. 
Es stellen also in diesen beiden Differentialformeln dt und 
dV im A%eBieitten die totalen Fehler in derLinge «od in 
der Breite vor, welche herrühren sowohl von der ÜBgmmig-- 
keit der Mondstafeln, als auch von der Ungenauigkeit der 
bei der Berechnung des Mondortes gebrauchten geographi- 
schen Lunge. Es ist also d £^ die Wirkung «Neser Fehler 
auf die scheinbare Distana der beiden Gestirne. - 

Es sey M die stundliche Bewegung des Mondes in der 
Länge, und m seine stundliche Bewegung in der Breite. 
Man hatte am 16. April 1749 und nach den alten Tafeln : 

M = 1988 ',5 , m = 115'',4e, also log -^ = 8,768906 

Um das Verhfiltoifs -S- in die Formel (b) einzuführen, nen- 
nen wir dT den bei der angenommenen ge^gra«- 
phischen Längendifferenz begangenen Fehler, 
dl und dX die Fehler der Mondstafeln in der 
Länge und in der Breite des Mondes. Die Formel 
(b), welche sich auf die Immersion zu Paris bezieht, und 
welche die Form hat : 

(c) dS' SB pdt + qdV 
wird für die Immersion zu Berlin: 

d2// = p/.dl + q' .dX + p . dT^ + q'.dT.^, 

oder: , 

(d) d2// = p dl + q'dX + (p' + q/ -g^) ^^^ i 

Für die Enersitn an dem nanUüdien Orte hat «an ebenso: 
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(e) dS«' = p/'dl + q'MX 4 (p" + q" ^) ^3^ - 

Weil man sich, nach der Annahme, am dT in der geogra- 
phischen Langendifferenz irrt, und weil die stündliche Be- 
wegung des Mondes in der Länge = M ist, so folgt, dafs 

M dT 

- g^QQ — der Fehler ist , welchen die Unrichtigkeit der an- 
genommenen geographischen Länge in der berechneten LSnge 
des Mondes veranlarst Weil femer m die stündliche Bewe- 

gang in der Breite vorstellt, so ist — ögÄg — d^r entspre- 
chende Fehler in der Breite des Mondes; also 

M . dT 



dt = dl + 
dV = dX + 



"8600 
m . dT 
8600 



$ 118. 
Wenn man nun mit fünfstelligen Logarithmen die Coef^ 
ficienten der Formeln (c), (d), (e) berechnet, so findet 
man nach nnd nach: 

(cO 18^/,6 =r. 0,96768 . dl .|- 0,25605 . d^i, 
(d') 18'/,4 »= 0,86276 • dl + 0,50860 . dl + 0,49287 dT 
(eO 6'S9 = — 0,85188 dl + 0,52786 . dX ^ 0,45863 . dT 

weil 
Iogtg0»9,42165;log-<g©^=9,76956;logtg0'^=9,7OO84-^ 
log . sin = 9,40701 — 5 log . sin 0' = 9,70508— ; log sin 0'^ 

= 9,72068^. 
Die obigen Gleichungen lassen sich ganz auf dem gewöhn-* 
liehen Wege auflösen. Zuvörderst zieht man folgende drei 
Werthe daraus: 
(I.) dl = 18'/,952 - 0,26461 dX 
(n.) dl s 15'',5S1 ~ 0,68951 . dX — 0,67127 . ST 
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(in.) dl = — 8''50997 + 0,61905 . dX — 0,58250 • dT ; 
hierauf hat man, wenn man zwei und zwei dieser Glei- 
chungen mit einander verbindet : 

(H) (I) = l'',579 — 0,32490 . dX — 0,57127 . dT; 

(in) (I) = — 22,0517 + 0,88366 dl — 0,53250 . *T 
und folglich: 

(IV.) d3l = 4'^,8599 — 1,7583 . dT , 

(V.) dX = 24^/,955 + 0,60260 . dT; 
Hieraus folgt endlich : , ^ 

(V) (IV) = 20",0951 + 2,3609 . dT, . 

HT- -20,0951 __o,,5i 
^^=-"2;8609 -8^51, 

«^welches diejenige Gröfise ist , welche von uns gesucht wurde. 
Also : dX = 24^ ,955 — 5^^131 = 19^^82 

endlich dl = 18^^,952 — 5'^26 = 8'S7 

Aus die3er Berechnung folgt, dafs die Bf ondstafeln , de- 
ren man sich bediente , für die Epoche der Bedeckung eine 
Breite gaben, welche um 19'^,82, und eine Lange, welche 
am 8'^,7 zu klein ist. 

Wir haben ursprünglich angenommen, dafs die I?änge 
des Mondes zu klein sey in Folge des Fehlers, welcher 
in der Differenz der Meridiane begangen wurde , und dafs 

M d T 

sie folglich um die Gröfse — ^^ — vergröfsert werden 

müsse. Aber in dem obigen speciellen Fall hat man: 
dT c= — 8'^,S; die LÜnge des Moi;ides ist also imGegentheil 

Hf 

zu grofs; man mufs sie also um -ör^KQ- • 8'',5 =4'',7 

vermindern. Wenn aber die Länge des Mondes, von 
Berlin aus gesehen, zu grofs ist, so ist die angenommene 
Meridiandifferenz von Berlin und Paris zu klein. Es ist 
als 44',4''+8'',5s=sL Sng e B e r 1 i n s V n P a r i s s=s44',12'/J5. 
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Elfter Abschnitt. 

Von der Bestimmung des ersten Azimutbs. 



■9B«9I 



S. 114. 

Um das Azimath eines terrestrischen Objects, k» B. einer 
Thnrmspitze, zu bestimmen, ist es blofs erforderlich, mit dem 
Spiegelsextanten die Distanz des Soimenrandes von diesem 
Objeete m »essetf ^ und dabei die Uhraeit des Aagenblielui 4er . 
Beobachtung zo bemerke». Ist anlkerdem aneh die ge«« 
graphische Breite f des Beobachtungsortes bekannt, a» iat 
in'^dem sphfirisehen Dreiecke ZPK (Fig. 490 gehoben: 

1) Die Seite P£ » »0« — <}> 

2) Der Stondenwinkel ZPK » s 

3) Aus den Ephemeriden die Seite PK; :»; 90 — ^ 
Wir inden sodann die Sonnenhahe KR ss h durch die 

Gleichung : 

sin h 38 cos > • cos ^ . cos s + sin 9 . sin ^ . 
Das Azimuth RZT = a bestimmen wir dagegen durch die 
Proportion : 

sin s : cos h ac sin a ; cos 9 
Aus dieser berechneten wahren Sonnenhöhe findet 
man die scheinbare 

h' = h + Refr — Höhenparallaxe. 

* Man bezeichne ferner durch h^^ die beobachtete Höhe 

NT (Fig. 54.) des terrestrischen Objectes und durch A die 

beobachtete Distanz SN der Sonne von dem Objeete N. Es 

ist dann HS =: h< und in dem Dreiecke ZSN sind alle drei 
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Seiten bekannt. Den Winkel Z, oder den Bogen H T findet 
man also durch die bekannte Gleichung: 



*•" "2 — cos h' . cos fe" 

Hat man so Z gefunden, so ist das gesuchte A«i- 
muth des terrestrischen Objectes gleich der 
Summe oder der Differenz der Gröfsen Z und «. 

Ist man im Besitze eines Theodoliten , so ist es besser 
und kurzer, wenn man mit demselben den Bogen HT un- 
mittelbar mifst 

». 115. 

Hat man auf diese Art df|s Azimuth eines terf estri^Mübf n 
Objectes genau bestimmt, so ist dadurch auch die Rich- 
tung der Mittagslinie für den Beobachtungsort gege- 
ben. Man kann diese Richtung auch unmittelbar durch einen 
TheodoUten finden, wenn man vor und nach der Culmination 
eines Sterns gleiche Höhen desselben beobachtet, und bei 
jeder Höhenbeobachtuog sich die Stell? bemerkt, wo der 
Nullpunct des horizontalen Nonius den Limbus berührt Gibt 
man dann dem Fernrohr eine solche Lage, dafs der NuH- 
punct des horizontalen Nonius genau in die Mitte der beiden 
bezeichneten Stellen des Limbus fällt, so liegt die Axe des 
Femrohrs in der Meridianebene. Es ist übrigens einleuch- 
tend, dafs man sich mit einem einzigen Paare correspondi- 
render Höhen nicht begnügen darf, wenn man die'MIttag^- 
linie mit einiger Genauigkeit bestimmen will. 
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Zwölfter Abschnitt 

Ven der g'eodäti sehen Bestimmung der geo- 
graphischen Länge und Breite 

«owie der Convergenz der Meridiane. 



Erstes Capitel. 

Eniwiekehmg der fDon Bohnenberger und Oriani angegebenen 
Orundformein. 

jAlus %. 14. ist bekannt, dafs die Sinus der Winkel, welche 
die {geodätische Linie mit den verschiedenen Meridianen 
bildet, im mngekehrten Verhältnisse der Halbmesser der 
correspondirenden Parallelkreise stehen. Es findet also die 
Gleichung statt : t sin a^ = t^^ sin a^^, oder wenn wir statt 
t sin a^ , seinen Werth setzen : 

t* d0 

jg^ =: V' sin a'/ 

t* d <f =.- ds . t'' sin a^'. 

B, igt aber '"J^^" = 1. 
t* a<p 

d^^ 

Wir können also den Ausdruck d s . t* sin a^' unbeschadet 

seines Werthes mit ^^^".^ multipliciren. Wir erhalten 

— ki — 

dadurch : 
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t*d(p = is . i" sin a" . ^'[t^'*'' ; 

ds 

,, . t"* sin *a" . ds» 
t.d^ = tTTff^- i 

t«(d<p)»= t^-*sin^«a^^.ds' 

In Fig. 55. sey PN die halbe kleine Erdaxe, MN die 

halbe grofseAxe, Aq eine geodätische Linie, 9B.nPqc=d<(^; 

np = t. d(p ; pq = dm, qn= ds; (ds)« = (np)» + (pq)* 

Also (t . d<p)» = (ds)* — (dm)*, daher 

/j x^ ,A xa t''* sin W' . (ds)* . 
(ds)* — (dm)* = p — i — i" , oder: 

(t"* sin *o''^ . \ , 

1- ^ sin^a ' ) = (dm)*, also: 

±ds = ± **°* 



y't* — t'^ * sin *a'' 
Substituiren wir diesen Werth von ds in die Gleichung: 

t'/ sin a" = ~~i~" 5 so folgt: 

t* d 0^ a/ t* — t'' * sin *a// 

t" . sin a" = -^--^ — crm^ 

ip dm 

, V' . sin g^^ . t . dm 

^ ~ t* y't» — t'' * sin *a" 

d0= t^^ . sin g^^ . dm ^^ 

^ t y^ t* — t'^* sin *a" "^ 

*. in. 

Es sey nmi AB CD (Fig. 66.') ein Quadrant derjenigen 
Ellipse, durch deren Umdrehung wir unsem Erdkörper ent- 
standen denken, so ist offenbar dD =3 dem Halbmesser des 

*) ^eirgl» Monatliche Correspondens , Band XI. Seite 10. 
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durch den Punct D gebenden Paridlelkreises :=::l ^'^, eE = 
dem Halbmesser des durch den Punct E gehenden Parallel- 
kreises = S)' Es ist aber auch Dd = der Abscisse des 
Punctes D und Ee = der Abseisse des Pnnctes E. Iteher 
nach ($. 26.) 

^^^ a» . cos B _ a . eos B 

^" ~ 'b -/ 1 + 8* . cos* B \/l — e* sin»B ' 

^ _ a* > cos § ^ a > cos g 

^ b >/l + e» . cos »^ ~ \/ 1 — c* sin «ß ' 

indem wir D als den Haiiptort und E als einen neuen Pnet 
ansehen , und die Breite des ersteren B, die Breite des letz- 
teren ß nennen. 

Es sey femer m ein Bogen des eHipttschen Brdmeri* 
dians, so ist dm = >v/ dx* + dy*. Differenziiren wir die 

Gleichung x = — .-Ji^i-ggLi , so folgt 

^ >/l— e».sin>(J ' - 

. _ --V'l-e3>in^^.a.Mrt/3.d/3--.V^a.cos/3.(l-^^sii|2/8)*^d(l-~e^giD^) 

_ _(l-.e'sin*g).a.sing.dg~Vaa.cosg,d(l— e*sin»g) 
~ (1 — e*sin*^)% 

Ferner ist: d (1— e*sin *^)=— e*.2.sin^.cos^.d^, also 

d _ — (1 — e^sin *ß)a . sing.dg + e> sin ß. cos^g.d^.a 
(1 — e«sin *<J)H 

^ [— (1 — e* sin 'g) + e' . eos *g3 ^ - sin g * dg 

(1 — e» sin *g) ^/i 
— [— 1 + e^ sin 28 + e^ cos ^g] a . sin g . dg 
~ (1 — e^ sin 2g)% 

:;c P— l + e^]a.sing. dg _ — [1 — e^ a . stn g.dp 
'^ (1 — e2 sin 2g)y2 "^ (1 — e« sin «g)% 

b (1 + «O sin g . dg 



(1 + «2 COS 2g)% 
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Em. folft feninr aas der Gleidiang 

— « (1 — e») sin ß 
^ V^ 1 — e^ sin »ß 

in f. 26: 

^l-T^r^-p .^.„..^ ./,.(l-e»).i.ff.d.(l^,».u.^ 

. ^ ^ -- I- A Tf^ e» «in a,8 

*' i - e^ «in ^ 

(l-e'8in»H)«.(l~e»)cosg.d^-%a(l-e^)sing.d.(l-e^sin»^) 
" (l — e« sin »^)% 

(l-e»8ip*fta(l-e»)cosg.dg+e»sin»g.cc8(i.dp.a.(l-e^ 
"^ (1 — e« sin ^^)% 

— (1 — c^ w'p ,*(^ + c^ «"» ^P) a Cl — e«) cos p . dg 
~ (1 ~ e'sin 2^)26 

__ a (1 -- e") cos g .dg _ b q + «^) dg . c os ft 
(1 — e») sin-2g)% a + *^ cos ^g)^» 

Sokstitiuren wir die gefondenen Werthe von d x und d y in 

die Gleichung dm = y'dx* + d"yi, so kdnunt: 

. ^ a^ (1 - e^y sin ^g (dg)2 . a»a~ e^' cos ^g.(dg)» . 

~" (1 — e» sin iß)* •" (1 — e-! sin »g)» 

-B -/ «ilizl«!)!ül)i _ a (1 — e«) dg 
"* a — e^ sin «g)» (1 _ e» sin^g)^« 

» »»Cl + B'Xig ._ , a^.dg 

q + E« cos »g)% b Cl + «2 cos »g)% 

$• "8. 
9nbstitairen wir nun die Werthe von S)'^ , S) and d m 
in die Gleichungen 

d: ds = ± ^^^ 

y/^^ — -Ip" » sin ^« 
und 

i^^< . sin g . dm 



d<p 



5» ^15)» — ^"i sin »« ' 
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wo wir, der Einfachheit halber, « statt a^^ schreiben, 80 fol^: 

a^ . cos ß a2 . dg 

b >v/i + e2 cos 2g ' b (1 + g^ cos ^ß)^^^ 

±ds=d: / a^ . cos -^ß a^ , cos ^B , sin 2» 

b2 (1+ «2 cos ^g) b2 (1 + e2 cos 2B) 

^ a^ CO» j8 d /3 (1 + g^ CO» ^/3)-" ^^^ 

'^ b4 (1 -♦- a2 00« 2/3) (1 -^. a2 cos «B) 

^ _ a^ cQg y8d/8 (1 Jr «^ cog ^/8)""^V -|- a^ cos afl)*''^ 

b\/co82y3 -H coB 2,8 a^cos ^JB — co» ^B gin^a — co«^ B »m «a a^eos '^ 

H-dfl= ^^ ^^^ p dg (1 + c2 cos gg)- ^/2 n + «' COS ^B) '^^ 
h >^cos 2g — sin ^a cos 2B + cos ^g g- cos ^B (1 —sin ^a) 

-4- H« — ä2 cos g dg (1+ «2 cos 2g) -% (1 + e2 cos 2B) Vi 

-^ **^ "" *r — y — . CAO 

.. " V cos 2g — sin 2a cos ^B + «^cos 2gcds2Bcos2a 

a2 cos B . sin « a2 d g 

-h d0= '^ \/ 1 + g^ cos ^B~" ' b (1 -h g2 cos »g)% 
— ^^^ a2 . cos g ^ ~^4rcos > 2g "~~T^7cbs~2B . sin ^ 
by'i+g2cos2g bHl + e^cos2g) b^l + e^cos :^B) 

^ a^ . Bin a\ cog B d/3 

4.jqjj._^ ^^ V (1 + a2 cos 2B) (l-^a2 cog 2^) ^ 

a 4 . «>g ^ V^coa^yS.ja^coB 2B.cog ^yS-cog 2B gjn ^g-g^cog 2/3cob ^ B.gin ^ 
' ^l"+«'cogV b V" (1 ^ g2 cos 2^) (1 -+- a2 cog 2B) 

±d<p= sin g . cos B . dg (1 +e2 cos 2g)- !A 

cos g >v/[COS 2g— cOS^Bsin-'a + e .' cos 2B.C0S 2g.C0S 2a] 

$• 119. 

Um Formeln fär die Berechnung der Länge und Breite 
und der Convergenz der Meridiane bilden zu können, ist die 
Integration der Gleichungen {\) und (2) erforderlich. Zur 
.leichteren Bewerkstelligung dieser Integration fuhren wir 
in die genannten Gleichungen einige Hülfsgröfsen ein, in- 
dem wir setzen : 
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a) ^^ = dw 

h) sin a . cos B =£ sin k 

c) cos 2^ — sin 2a cos 2B =25 cos 2k , cos 2q 

d} sin B = cos k . sin q' 
Aus b und c folgt: 

cos 2^ — sin 2k 3Ä cos 2k . cos 2q ^ oder 

cos 2ß -= l — cos 2k + cos 2k (1 — sin MQ 

cos 2^ = 1 _ cos 2k . sin 2q. Mithin: 

1 — sin 2^ = 1 -- cos 2k sin 2q^ oder: 

sin 2^ = cos 2k . sin 2q . 

sin ß = cos k . sin q . ~ 
DilTerentiiren wir nach ß und q , so kömmt : 

cos ^ . d^ s= cos k . cos q . dq. 
Dividiren wir diese Gleichung durch die Gleichung 

cos 2^ SS l ^ cos 2k • sin 2q, so folgt: 

dß _ cos k > cos q . dq 
cos ß 1 — cos 2k . sin 2q ' / . 

ds 
Aus dw = "Y- folgt: 

H-dw= ft^ gQ s p ^f + »^ CO» ^ß')-y^(i + c ^cos myA 

"" b^ -y/cos 2f— sin 2« cos~2B + c2cos 2^ cos 2B cos 2a 

Substitttiren wir nunmehr 
statt -p- seinen Werth 1 + «2 

» cos ^d^ seinen Werth cos k . cos q . dq. 
_ » cos 2^ seinen Werth 1 — cos 2k • sin 2 q 

» cos ^ß — sin 2a .cos 2B seinen Werth cos 2k • cos 2q, 
so erhalten wir : 

^'^~^fZö^^k .CO« 2q -I- ,2 CO« 3B CO« 3a (1 — co» ^k . lin »q) 

Setzen wir ebenso in die Gleichung (^23 

16 
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s,att -iV ««■««« Werth ««>« *^ • 0^ 9/ ^^ 
COS ß 1 — cos ^k . sm ,?q 

» cos 2^ seinen Werth 1 -*- cos: Ifc^sin ^q^ 

» cos '^ß — sin ?a ..{DOS 7B Minen Werth cos ^H ..cos ^q 

so kömmt: 

-rij^x—COB k . cos q . d g . ain g . coa B . [Ij^^aMl ---«^^^^^^^ ■ *^" '^T)]*" '^ 

. ». 120. 

Nach dem binomischen Lehrsätze ist aber, wenn wir 
alle Theilsätze, welche mit e*, e*, «« etc. mult^if^irt sind, 
veranchlässi^en : 

(l + e2 ^os 2B3'Ä =s 1 + V» e2 cos 2B; 
[l+e2(l— cos 2ksin 2q)^"".2/i.=3 1 — % «2 ^. «/»«2C0S 2k sin2 qj 
[1 + 62 (l~cos%sfn ^q)]-^^2=9:l— yi'«2+ Va«* COS «k Sin »q; 
[aos *k . COS' *q + e» cds *ä . cos *B (1 — cos-*ksin *q)]""^ 
= (cos >k . cos ^q)""*-^— r Va «* cos*a cos *ß (1 — cos *k sin *q)] 

(cos *k cos *q3"''j/S 
Setzen wir der Kürze halber cos % . cos >q s 4^, so kömmt: 
00 ~ ''f^ — Vk «* cos ^a . cos »B (1 -^ cos »k . sin *q)3 

=({>)- V2 |-i_ I i/,««cos »a.cos>B(l— cos*k.8iniq)} («*)-! 
_ JL fl ... Va e' c os *a COS ^B (| ^ cos »jc. sJn >q) 1 

? L 5» ^J 

^ 1 fj % g' cos «g . cos »6 Cl -^ cos •k.sin ^qr \ 

cosk.cosqL cos % . <^os ^q ^ '- J* 

Hieraus fol^: 

± dw = (1 + «*3 cos k cos q . dq (1 + % «• cos »B> 

O — Vi «* + % 6* cos *k sin »q} 

y 1 Tj _ Va •* cos »g . cos »B (1 — cos >k * sin *q)1 

cosk.cosqL Hdos % . cos »q ^J 
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MultipIicirenwir(l4-8>)coskcosq.dqmit l-f- Vi <^cos*B, 
nnd vernachlässigen wir diejenigen Theilsätee , in welchen 
höhere Potenzen von e als die zweite vorkodimen, so erhalten 
wir als Product: ' 
cos k . cos q • dq + e> cos k . cos q . dq 

+ Va cos k . cos 'q. dq . e« cos *B 
Wird dieses mit Ql —. V% «* + V« «* cosr >^k sin «q) multi- 
plicirt, so folgt: 
cos k . co$ q . dq + e^ . cos k . cos q • dq 

+ yiCOsk.cosq.dq.e* cos *B — Va e^. cosk.cosq.dq 

•+• V2 «* . cos «k . sin *q • cos q . dq 
s= cos k . cos q . dq — V* e* cos k • cos q . dq 

+ Va cos k . cos q . dq ^ e» cos *B 

+ »A «* • cos »k . sin *q . CQS q . dq . 

Demnach: 

± dw = [cos k . cos q . dq — Va «* cos k . cos q . dq 
i-JI^ Va COS k . cos q . dq e* cos *B 
+ Va 8» cos «k . sin *q . cos q . d q] 

1 r _ Vi £' cos ^g cos ^B (1 — cos »k > sin *q l 

cos k. cos q L cos % . cos *q J 

± dw = [dq — */i e» dq J- Va dq . e* cos «B 

+ »/a e* cos % . sin *q . d^j . .. j . 

r Va g» cos ^o > cos ^B (1 — cos ^k . sin. *g) 1 

I ' cos *k \ cos *q J 

H^ dw ='[4q (1— Va «* sin *B)+ Va s» cos *k . sin ^q^L dqj 

A Va f' c»g M > cos ^B (1 -*- c<»g *k . sin 'q) v 
V cos *k . cos *q / 

± dw = O — Va e* sin *B) dq + Va «* cos ^\ sin *q . dq 

g2,cos^B.cos^«>dq , e'^ cos B^ cos ^a . sin ^q . dq .Q v 
^j 2;eos«k.eOB 'q + S& cos ^q. ^ ^ '^ 

i ' - ; ■ 
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%. m. 

Ebenso erhalten wir: 
'ib d ^ SS sin a . cos B . cos q . cos k . d q 
(l— Vi f» -f- >/, e« cos 2k sin «q);) 

X L___i ;_ 

cos k . Gos q (1 — cos ^k sin 2q) 

[1 _ % g^ cos 2tt cos 2B (1 — cos 2k . sin 2q) -i 
cos 2k . cos 2q J 

Hh d(p == [dq . sin a . cos B — V2 c^ sin a . cos B . dq 
+ 'A e2 sin a cos B . cos ^k sin 2q . dqj 

^ V 1 -- cos 2k siifTq ) / 

x(l^ V« <^' cos ^« cos 2B— V2 £2 co s 2a cos 2B cos 2k\in 2q \ 
V cos ^k . cos 2q ) 

± d(p :=z [sin a . cos B . dq 

— Va «^ sin a cos B . dq (1 — cos 2k sin 2q)J 
X ( 1 — V« ^^ cos 2a cos 2B (1 — cos 2k .sin 2q) l 

C cos 2 k COS 2q ~ > 

( 1 — cos 2k . sin 2q 5 

Seteen wir in dieser Gleichung zur Abkürzung 

sin a . cos B d q = g und cos ^k cos 2q = h , 
so hat dieselbe folgende Gestait : 

Ibd4i = [g_ v«>2g{l-h)] : 

r 1 — % e2 cos 2« cos 2B (1 — h) l ^ 1* \ 

L "~ h ^ J l.Tr:rF/ 

Mültiphciren wir die beiden ersten Pactoren mit einander, 
so folgt: 

± dc|S = [ g - V, «2 g (1 _ h-) 

rg~Va«^g(l — h)1 rA«2 cos . 2acos2B(i^h)1 l 1 

h Jl— h 
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± d«P = ^g— % «*g(l — h) 

% I» cos 2« . cos »B ( 1 — h) g i 1 

-h d* = ,-^- _ y. .2 ff _ J^L!!_£2iJSL£2L!5_i« 
^ 1 — n ® h* 

Restitairen wir statt g und h die s^ehöri^n Werthe, so 
erhalten wir 

-4- A^ sin a . cos B . dq ,, o . n j 

±'d»= l-cos2k Tsir^q- - y^ •' **" a . cos B . dq 

_ Vi «^ cos '« . cos »B . si n g . dg . 

cos ^k . cos 2q 5 "<'®'- 

— Y» <' sJP ^ cos ^" * cos ^B . dq ^.^ 
cos ^k . cos '^q K^O 

Aaf der rechten Seite dieser Gleichung ist q die ein^- 

zige veränderliche Gröfse. 

8. laa. 

Aus den Gleichungen (S) und (i) folget : 
±w=(l— % «2 sin ^B)q+ % «^ cos ^k/sin^q.dq 

»2 , cos 2B . cos 2« /^ dq ' 

2 cos 2k t/ cos 2q 

+ % e2 cos 2B . cos 2ay^j!5^1l^ + Const. (5.) 
. /• sin k . dq ./ j • ■ 

_ ■/..»sink.cosJg.cos^B /-JjL + Const. (6.) 
COS ^k y cos2q. ^ ^ -^ 

Um die angedeuteten Integrationen zu vollziehen, mos-* 
sen wfir mit den unter den Integralzeichen stehenden Gröfsen 
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einige Transformationen yornehmen. Betrachte^ wir^v^fersl 
den Ausdruck / sin ^ q . d q . 

Es ist sin q = ^\ _ cos 2q = \/ 1 — z«! wenn 
wir zur Abkürzung cos q = z setzen. Aas z= cos q folgt: 

dz = — sin q . dq ; dq= : . 

Substituiren wir statt sin q seinen Wertli \/ 1 — z^ , so 

kömmt: dq = 7===.. Also: 

' ^ VI — z2 

/sin2q.dq=/-^ ^^^^^^ a-z2):;=:-/dz(l-z2)% 

Aus der Integralrechnung ist uns aber bekannt, dafs im 
Allgemeinen : 

4 a 

• ' • (32 — 4 ot r /^ dx 

, + — 8^ — / v^wwjrr^ "*■ '"""*• 

l^etzen wir in dieser Formel 

S X =ti z 

r = i 

fj = 
« = - 1 
so erhalten wir: 

z /. -^ .. >. dz 



^/dz (1-^.0'^' «-- |-l/l^=^1^~i/2 /: 



a/1 — z« 

Es ist aber . bekanntlich :£= d . arc • sin z, also 

V/I— z« '' 

— /dz (1 — z»)V/-35 1- >\/l — z*— Viarc . sin z. 

Wenn wir aber z = cos q als einen Sinus ansehen^ so 

Russen wir naturlich . = ^^lÄ. oder die zu dem 

V.(l— ?^*3 sin q ' 
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1 ^ ut ^ 

mtaiS<Aei Bogen gehörige CMai^ge&te^ sisTnikgente Ve^ 
traeiiten. l)er ' ^in = z uimI die imkg ^=:iry^:=^=^ gehören 
ajb^ejniem ond demselben Bogen w, adj» «s ist: ard (sin=z) 
= arc . Äff = / ^ ^ . Es ist also 

-./dz (1 - zO^Ä =-: I- ^^1^^=^« -■ % afe (tg=~^^ 

Snbstituiren wk nun wiederam statt z seinen Werth 
cos q, so folgt: 

oder 1 ' 

/sin «q . dq = - «^» S ^^^^ ^ _ i/* arc (tg = cot q). 

y Es soll, aber are <tg =3 cot q) nichts Anderes heifsen, 
ais der Bogen ab (Fig. 57. )5 welcher zu einer Tangente 
gehört , die zugleich Cotangente eines Winkels q ist. ab ist 
aber =r 90« — ac = 90« — q^, 
(a.3 also/sin *q . dq = -. ?HLa^-52!Jl _ ./. (900-q) 

%. 124. 
Gehen wir hon zu dem Ausdruck -/ ^,Qg «j-"^ aber. 

Setzen wir in demselben wiederum ' 

dz. 



sin •q = (1 — z*) : dq =£=' j=^ 

V 1 — z 

« « i? 1 i. /^ sin *q . dq 

cos ^q = z* , so folgt: / ^5 — ^ 

* ' t/ cos • 



cos 'q 
^ ^ {! — % 
VT 
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Bekanntlich ist aber im All/t^emeinen 



x" (a + bx" )p-+< 



/x--» dx (a + bx«» )p 

am 



»,(m + np + n) y^.^... dx(a + bx.). 



Setzen wir in dieser Formel 

dss an die Stelle von dx 

V« » ' » » » p 

1 » )> )» V a 

— 1 » » » » b 

2 » » » » n 

— l )► » » » m 
so erhalten wir 

dz \/l - z ^ ^_ (1 - z«)% 



/^dz >vAl -^ z» _ Ci — z»)/> . ^^ 



daher 



/'dz a/ 1 — z« . fi_z»^% 

oder 

Setzen wjr statt /dz \/ 1 — z« seinen oben gefundenen 
Werth, so kömmt: * 

+ "«('«=:7T4fii=)' 

•der nach gehöriger Restitution : 

/sin*q.dq >v/(l— cos«a)' . . . .«« 

also; 
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^Jn^^_mn_^ « cos q + (W-q) (b.) 

^ COS *q cos q ^ . i t- \ i/ v j 

$. 125. 



Es ist ferner: 



y "^ sin k . dq , sin k . dg 
1 — cos *k • sin *q 1 — (1 — • sin *k) sin*q 

^^ /^ sin k . dq /^ sin k , dq 

^^y cos «q + sin »k sin ^q "^ 



cos *q 
1 + sin «k Ig *q 



sin k . d tg q 



_ j/ ^ sm 1 

~y 1 + sin «k tg *q 

Setzen wir in diesem Aasdrucke sin k . tg q s= x , so 

i«l dx = sin k . d • tg q , indem k constant ist ; x* = sin'k. tg^q. 

dx 
Wir wissen aber, dafs 1,2 = ^ . arc ( tg =s x) , oder 

P—Jl— — arc . (tg = X), daher 

(dO Endlich ist P ^? offenbar = tg q. 
^ ' y cos *q öl 

% 126, 
Durch Substitation der Werthe a,' b und d in die Glei- 
chung 5 erhält man 
i;w = (1— Vi *• sin •B)'q— V4 e* cos «k (sin qcosq + dO<» — q) 

_ %^e^sJBcos2a^ ^^^.ß ^^ .^ 

cos *k ö H T^ '-• 

^-^5^1aL + sin q cos q + 90« — q) + const. fT.) 

ds 
. Wir setzten oben -r— — dw. Integriren wir diese 

Gleichung und bemerken wir, da& b, als die halbe Eriaxe, 
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foiistant ist, so erhalten war -r- as w. Seta^ wir w=0, 

so ist s SS 0. In diesem Falle Ist die Breite des neoen 
Punetes oder der SB. ^ = der Breite des Hanptortes ==- dem 
Winkel B, also sin ^ = sin B, oder cos k . sin q =^ 
eos k ; sin q' ; 4 s ^. — Durch diese Betrachtung werdeh 
wir in den Stand gesetzt , die Constante zu bestimmen. Se- 
tsEen wtir'zQ diesem Zweck in der Crle|chang (7)0 statt w, 
q^ statt q , and der Kurze halber: a statt (1— Va e^ sin* B), 
b statt V« .« cos «k, c statt !^ «' c^^' B_cos^«^ ^ 
d statt Vi e* cos 'B cos *a, so. erhalt^ wir: 

H- d (-^5^ + «n. q' C0S q' + 90« -r- q'), + cww*. , 

also 

const = — aq' + b (sin q cos q' -f 90® — q') + eigq^ 

•" ^ (cty + «i« «' «es q' +' 90* ^ q' ). Daher 

it: w = aq — b (sin q cos q + 90<» — q) — c tg q 

+ ^ ( ^cos\ + sin q cos q + 90<> - q) 

— aq' + b (sin q' cos q' + 90® — q') + c . tg q' 

^ ~^( 1osV + ^^'^ *«' ^^ q/ + 900 ^ qO F?*« 
• SS (q -. q/) a — b (sin q . cos q — q — sin q' cos q'+qO 

' " ^ sin ^0 ^ 

— c (tg q — Cg qO + d ^^5^ -f sin q • cos q -q 

' sin q" • . . . A 

— 3-^ sin q^ eos q' + q' 1 

cos q' ^ ^ ^^/ 

ÜeA mit d 'multiplieirten Theilsatz können wir in die drei 
TheiMtze^* 
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V cos q cpsi q' /. . 1 . j ) , , s ^ 

— a Cq — qO •' ^ 

und den Alt 1^ mpltipUciften Tbeilsiit» im die .Mdün :Vke&- 
sätee: . . ,. ■ ., ... .' .j .... 

— |i [ain«4 . 009 q -r- Mm q',>c«$ c]H] + Kq w. q'V «.*> 
zerlegen. Es ist also: ti.' . • ^/> > 

±wss=(q— qO (a-Hb — d) — b [siQiq.cosq-^sinq'-COS'ifl 

-H d (sin q . cos q — sin q' cos q') 
oder nach gehöriger Restitution : 

ifcw» (q -^ qO (1- -T^ »'«* •B "*• */* •• CO» •H* 

^cos *B cos^ölj — «/4«^cos%(sinq.cosq— sinq^cosqO 

«»COS*BcoS»a ,i 4J «/\ ^^ 

- 2 cos »k (^S ^ - 'S ^'^ . 

e« . cos ^B cos »« ^ / sin ^q ^ isin ^q^ V . 
' 2 V cos q cos q' / 

+ _ilc o8«B.co s'a (sinq.cosq-sinq'cosqO 
(a) ± w a= (q - qO (1 "^'-^ siij «B + '/4 «» co^ * 
— -s-cos »B c^s *üt) -^ »A e« CQS % l^sin q . cos q — sin q'. cos q') 



g» cos »g . cos »g / tg q >^ tg q^ sin ^q 

2 V cos /»k "^cos q 

+ -^^ j sin q . cos q •+- sin q' cos q' 1 

cos q' ^ ^ ^ ^ / 

Durch Substitution derWtrtbe c und d in die Gleichung' 
6 erhält man : 
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+ ^ s arc (,tg = siii k . ty q) — V« «• sin k . q 
_ %.«8ink.C08«a, cos'B.tgq ^ j^ 

cos «k ' 

Die CoMtante bestinunen wir hier , wenn wir ^ =s o 
setzen. Es ist dann nämlich wiedenun sin ^ = sin B, 
cos k • sin q =ss cos k sin q^ ; ^=^^'* Aaf ahnliche Weise, 
wie vorhin, erhalten wir: 
+ f =s are (^ =s t^ q . sin k) -- arc (tg = t^ q^ sin k) 

- % ••sink [q-q^ + (tffq-tgq')55^^^aO.) 

§. 12& 

Wir wollen jetzt den Formeln 8 und 10 eine etwas ein- 
fachere Gestalt zugeben suchen. Bedenken wir deMalb, dafs 

1 g- sin *B + % €« cos *k ^ cos «B cos «a 

= 1—^(1— cos *B)+ V* «*cos*k— ^ cos «B (1 —sin *«) 

Tb A 

8= 1 ~- + -^ COS «B -♦- % e» cos *k — «Y cos *B 

8* 

+ "2" ^®** ** ®"* ** 
»1 ^ (1 — COS «B sin •«) + % £* cos «k. 

Es ist aber nach der Annahme : 

sin a cos B = sin k, 
daher geht der letztere Ausdruck in folgenden über: 

1 — — (1 — sin «k3 + V4 e* cos «k = 

1 — ^ cos «k -♦- V4 €» cos •k= 1-f- % «* cos «k. (I.) 

Ferner ist: sin q. cos q — sinq' cosq'= Vi (sin 8q — sin 2 q') 

= sin (q — qO cos (q •+- qO (ü.) 
Femer ist: 
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sin 'a . sin a 

-55iT + ^'"^- *'*»"» =^ («•» •« + cos »q) « I» «. 

Statt des mit - «' c«« 'B cos »« muItipücirtenTfaeU. 
Satzes der Gleichnng 8 können wir daher auch schreiben: 

4- cos *a cos «B [(^ - l) (tg q.-tif ,0] 

= T 2^ cos *tf cos *a (tg q — ig q') tg *k. 

Es ist aber: 

tg^ — tgq/— ^^^ S ' <^QS q^— sin q^ . cos q^ _ sin (q — gQ 
^ cos q . cos q' cos q . eos q' 

Also: 

^ COS *B cos *a (ig q — tg q') tg *k 

= ^ 4. cos « cos «a tg % ^i^(^-^'y 
2 ^ cos q . cos 5' 

— — ^^ cos ^B cos ^g sin ^k stn (q — qQ cos q^ 
2 cos *k cos ^q^ . cos q 

Da aber cos «k cos *q' = cos % (1 — sin »q') = cos *k 
— cos »k sini «q' = cos »k — sin *B ist, so können wir 
statt des letzteren Aasdrocks aneh schreiben : 

^ COS *B cos *tt sin *k . sin (q — q') cos q' 

(cos'*k — sin *B) cos q 

^. COS ^B cos *« . sin *k sin (q — q') cos q' 

(1 — sin *a cos ^B — sin *B) cos q 
Dieser Ausdruck geht, da 1.— sin *« cos *B — sii|,*^f 
Ä cos *B— sin «acos *P «cos *B(1 —sin ^a^=c^ »Bpos V^ 
in folgenden aber: 
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2 cos q ^ < 

SlH^tiiiren wir die Wertht I, II und m in die Gieidtan^ 
(8), so kömmt: 

±: w = (q — qO (1 ■+• V4 e2 cos «k) 
-w »4 «2 cos 2k sin (q — q') cos (q + q*) 

; , ., , -s^ sin ^k . sin (q — qO cos q' 

I " 1. ^^' ' • ' ' ' ■ 

cos q (11.) 

» ^ $. 129. 

Wir haben so eben gesehen, dafs: '^ 

~ ^<ios ^B • <^os 2ä (tg q — tg q') tg 2k . 

— _ll «in »t sin (q -- qp cos m 

... 2 CÖS "q ; 



2 


cos 


2B 


^COlS 


.— 


<-v — 


«2 

.2 


sin k 



COS 2 k 

gin (q >^ q/) COS q^ 
COS q. 

Blatocn wir hienuich in. der' Gieichuag (10.) die gehovige 
Substitution vor^ so erhalteD'wir 

± <f = m-c (tg = tff q vsin ]k) — arc ,(tg.= <;g q' sin k) 

- -^ sin k r q r^. V. +. IBSl—Sl^^S (12.) 
2. y^^v-i COS q J ^ ' 

•' ■ '/ " •'■ "'"' "' §. 180. 

Um eine Formel für die I^erechnung der geographischen 
lir^e za finden ist es , wie wir sogleich einsehen werden , 
erifdrderiieh , die Gleichung ( 11 ) umzukehren und q* dmth w 
aoss&udrückep. Multipliciren wir zu diesem ZW^ckii'dte'bet- 



Digitized by 



Googk 



— »6 — 

den Seiten der Gleichung (11) mit (l j- cos >k ) und 

detxen wir w Tl j- eos «kj äW, so erhdten wir: 

w =s= (l — -j- eos ^k^ iq ~ q) (1 + % •« cos «k) 

1 H: -j-cos^kjV* «»cos 2ksin(4— q)eo8(4+q') 

_fl _ 4i cos 2k ^4^ sin 2k «i^(r-qOeosq^ 
\ 4 y 2 cos q 

Fv^hren wir die angedeuteten Multiplicationen aus, so erhal- 

ton wir: 

dl v)^' = q — q' — »A «^ cos «k . sin (q — qO cos (q + qO 

_ •! sin 2k . .«««l-qO-cosq^ 
2 cos q . 

daher 

q Ä j:'w' -H q' -t- «/« e2 COS 2k . sin (q — q') cos (q-»-0 

+ 4! sin 2k 8in(q-qOC08q^ 

2 cos q 

Die Werthe der beiden letzten TheilsStze dieser Olei- 
efmxkg sind sehr klein, weil sie mit «2^ als.^'n^jn kl^imw 
Bruche multiplicirt sind. Der genäherte Werth von q ist 
daher ± w^ + q^ Diesen genäherten Werth setzeA wir 
imn stat4; q in die erwähnten beiden leteteh Glie4€^. unA.^'^* 
halten somit: 
qssq^ 3+; W' + V* 82 cos 2k cos (2 q' ±2 W) .Sin W' 

_, e2 . cos q' sin w' , io V * 

± -Ä- sjn 2k^ tVzl — TT- ( 18.) 

"-t- 8 cos (q' ± w') ^ ^ . .i ^ 

Es sey (Fig. 58.) A der Hauptpunct, n der nenePunct, 
p^der Fufspanct der von n' auf dan Meridian' AN gefSRteh 
l^erpendikulären. 
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Die Breite von A sey = B 

Die Breite von p = ß' 
Dieses §^ findet man durch die Formel ( IS.) , wenn man 
bedenkt, dafs für diesen Fall asO, sin a:=0, cosaa=+ l, 
ß = ^/, w = dem Meridianbogen Ap= m, welches wir ans 
in Bogensecunden ausgedrückt denken, und durch Sub- 
stitution dieser Werthe in die eingeführten HülfsgrÖfsen : 
sin k = sin a cos B =: 
cos k =s 1. 
cos 2^' = 1 — cos 2k 4- cos 2k . cos 2q = 1 — IH-COS 2q =cos ^ 
also ß' = q. Ferner ist sin B = cos k . sin q^, daher 
sin B = sin q' ; B = qf. 

Aus w' = w (l ll£0sjk_^ ^^j^^ ^^jjj^j^ 

1 j~ j. Es ist daher : • 

ß/ = B±; m (l ^)±'/4 «2cosr2B±m(l^!i)] 

sin[m(l-4i)] 

hä leteten Theilsatze können wir die sehr kleine Gröfse 
m --j— vernachlässigen und erhalten dadurch 

ß/=B±m(l— ^^ ±: V4 «2 cos [2 B ± m] sin m. 

Die beiden ersten Theilsfitze auf der rechten Seite die« 
ser Gleichung sind in Winkelmaafs , der letzte Theilsatz dfi- 
gegen in Theilen des Halbmessers =s 1 ausgedrückt. Um 
daher auch diesen Theilsatz in Winkelmaafs zu verwandeln, 
mnfs er durch sin V^ dividirt werden. ( s. S. 15.) 

?'=qjl± m (l - V) ± % «2 cospB + m] sin m 

V ^ ^ ;— — . (14.) 

sin V 
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8. 182. 
Sobald ans ß^ bekannt ist, sind wir auch im Stande, die 
Breite und Lange des Punetes n zu berechnen. Zur Berech- 
nung der Breite von n bedienen wir uns wiederum der For- 
mel ( 13). Im gegenwärtigen Fall ist a =: 00^, also sin «=1, 
cos a = 0, w = dem Bogen pn , welchen wir p nennen und 
in Secunden ausgedrückt denken ; sin k = sin a . cos ^'s cos ß^i 

^^" «' =^^^ = '5 »'s« q'=900; w'=p (l— ^sin^ß'). 
Bedenken wir ferner, dafs 

sin • / sin ß^ 

8in q = r- ; sin q' = y- • 

^ cos k ' cos k ' 

und dafs ß^ als Breite des Fufspunctes der Perpendiculfiren 
immer gröfser ist, als ß. Es ist also auch q' gröfser als q 
und wir müssen demnach in der Formel (13) das untere. 
Zeichen nehmen. Setzen wir endlich, zur Abkürzung, 
90<^— q = >)/, so folgt nach gehöriger Substitution aus der 
angeführten Gleichung (13) 

^ = 90<> — p (l j- sin «ß' ) 

(1800 ^ 
sin V' 



3, j sin ^ß' . cos ( 180<> — w) sin w^ 



»90« 



q,.90o-p-H p -l!-si.»«g/-4- % .« sm«psin8p 

indem wir nüh^rungsweise in dem Werthe von w' den Theil- 
satz — V*. «* sin *^' vernachlässigen*). Es ist endlich : 



*) y«rgl. Monatl. Corretpondenz. Band X. Seite 249, letxte Zeile. 

17 
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* = P - P -4- sm «?' •- »A e« ^—^^ — ^ (15.) 

S. 188. 

Bedetiken wir nun , dafs : 

sin ^ a cos k . sin q, oder 

sin ^ s=s sin ß^ . sin q , oder 

sin ß B BHi ^^ . cos ^ ( 16.) 

Wenn wir also mittels der Formeln (14) und 

(15) die Werthe von ß^ nnd \)/ gefanden haben, so 

ergibt sich aus der Formel (16) auch der Werth 

von ß oder die geograpliische Breite de9 neuen 

Punctes n. 

Die Langendifferenz des Hauptpunctes und des neuen 

Punctes ergibt sich aus der Gleichung (12). Da 

90* — q = ^ so ist sin q ==: cos ^ , also 

. sin q cos tJ/ 1 . , o, 

<Ä«= - ^^^ I = ■ .^ 7 = - . , ■■: sui krscos ß* 
^ cos q sin y % y 

Der erste Theilsatz des zweiten Gliedes dar CHeichung (12) 

ist also: arc ( tg = -^--t- cos ß^\ Es isifcraer q^'.sOO^ 

also der zweite Thdlsatz sss — arc (tg := Ig • 90^ . cos ßO 
und der letzte Theilsatz ist 

« _ -iL sink (m -i^- «)• ^-.5[LllJ=5.1.:JL\ 
Ä V cos q / 

= J^ sin k C— 4^) B -4* -iL sin k . (*) 

FolgUch 

± ^k s= arc (tg = -—^ cos ß')-arc(tg=stglK)<>cosßO 

+ --y . ♦ . cos ß' 

Es ist aber arc (tg= tg W« cos ßO =arc(^s=:oo)a= W*. 
Abo 
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q: ^« + W-ar€(te«-^^ - -i:. . ♦ . cos ß' 
Wetm ttB8 aber gegeben ist: arc (^ s= a), so ist bekannt» 
lieh«rc (tg^ 4") •^arcftgra a)=90*. Setaen Mif 
nun ^^^^' statt a, m folgt: 

Wir erhalten daher endlich: 

:4:tp = arc (tgs -^) _ ^ . ^ . cos ß/. (IT.) •) 

Das doppelte Zeichen von <p bezieht sich hi^ auf die Sstiieb 
und westlich vom Hauptmeridian liegende^ Poncte. - 

$. 184. 
Nachdem wir also in 16 und 17 zwei sehr einfache, blolii 
von ^ and ßf abhängige Formeln für die geodätische Berech- 
nung der geographischen Länge und Breite gefunden haben^ 
so bleibt uns nur noch übrig, eine Formel für di^ Berechnung 
der Convergenz der Meridiane zu bilden. Hierunter 
versteht man nämlich den Unterschied der Azimuthe, welche 
von einer und derselben geodätischen Linie mit zwei ver- 
schiedenen Meridianen gebildet werden. Wenn also in 
Fig. 58. NA und NO zwei Meridiane vorstellen, wenn fer- 
ner pnn^ eine geodätische Linie ist, und 9B. Nnn' = a, , 
aß. Npn = a/^, so ist aß. Nnhss k Convergenz der 
Meridiane NA und N0< 



*) IHe Formeln (14),. (15), (16) and (17) und suertt von Boh-^ 
nenfierger angegeben worden. 8. monatliche Corretpondens zur 
BeforderuBg der Erd* und Himmeldilmde. VI; Seite 14 u. Xft. ani 
Xt«eit0a49. 
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" . sin a" 



sin «, = sin (180» — a ) = sin » = 



oder indem wir statt ^" und ^ aas %. 117. ihre Wertfae setzen. 

ö V 1-4- c* COS »^' a* . cos ß 

Wenn pn eine Perpendikuläre ii^, dann ist sin o''s= 1, 

und a t=: 90^ ~ C, also cos € = cosß' - yTTI^cos »g 

cos ^. y^H-«*cos*ß' * 
Es ist aber 
\/l -4-*a cos ^ß 

Vi^'W =^' "^ '^* '* '"' *^^ ^* ~ '^' •' ""^^ *^'>- 

Führen wir die Multiplication ans , und vernachlässigen wir 
den mit e* multiplicirten Theilsatz , so folgt : 

cos C= '—^ (l -4- % i» coÄ »^ ^ V, f« cos »^0 

^ cos &' r^ 

COS C =-^^^ [1 H- t/a «? (COS «^ — COS «^Ol (18.) 

Diese Formel ist zaerst von Oriani in der monatli- 
chen Correspondenz (X. Seite ^9} unter der Gestalt 

^^^^ = -^Tf t* ■*" '^' •' ®"* (^ ^ ?0 .sin (^ - ^OJ 
angegeben worden. Statt cos ^ß — cos *^' kann man näm- 
lich auch schreiben sin ( (J + ^') . sin ( (J — ß'). 



Zweites CapiteL 
Umwandlung der Grundformein. 
$. 135. 
Die gefiindenen Formeln 16, 17 und 18 für die geogra- 
B{ii^che Breite und Länge und für die Convergenz der Me- 
ridiane sind bei der Anwendung nicht sehr bequem. In 
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diesem zweiten Capitel wdlen wir daher denselben eine 
solche Gestalt zu g^eben suchen, bei welcher diese Unbe- 
quemlichkeit wegfällt. Um diesen Zweck zu erreieheii.^ 
drucken wir m und p in, den obigen Formeln durch Theite 
des Halbmessers aus, wefshalb wir statt p, m, p*, m*, 
pm etc. setzen müssen: p . sin 1", m . sin 1'', p* . sin *1", 
m» : sin *l"ypm sin *1" etc. und entwickeln sodapn dieFor- 
mein in Reihen, welche nach Potenzen von p sin V und m 
sin 1" geordnet sind, wobei wir alle Theilsütze, in welchen 
m*. sin *1'', p* . sin *1", m* . p sin *1", «* m* sin *1", 
•* p* sin *1", m* p* sin *1" vorkommen, vemachlassig^i, 
weil dieses sehr kleine Bräche sind. Der Kürze halber wer-^ 
den wir jedoch in dem Folgenden die Factoren sin 1'', sin *1"^ 
sin ^V etc. nicht wirklich hinschreiben, sondern sie blofs im 
Sinne behalten. 



I. Umwandlung der Formel für die geographische Breite. 

sin ^ = cos \J/ . sin ß'. 

$. 186. 

Aus der Formel (15) folgt, wenn wir ^? ^^ P = 2 » 
setzen , 

cos t}/ =- cos (p -- p -ip sin « ß' ~ Vs « * sin ^ß' . 2 p) 

Es ist aber cos x = 1 - ^ + "aTYTF ^ ' * * "*® 
Quadrat des Werthes von ^ ist = p» — 2 p« *« sin *^ 
;)/* ist =p^ indem alles Uebrige vernachlässigt werden kann. 

Also cos t}/ »=: 1 _ ^ -+- p» fc* sin *ß' -f- ^ K ^ ^ oder 
nähenmgsweise cos ^ = i ^ — h p» e« sin *B. 
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Sefsen wir den ersten Theilsatz des zweiten Gliedes 
4er Gteichmi^ (14) = x und die beiden kteten Theilsatze 
«B c, so ist ^^ SS X + c und sin ß' = sin (x + c). Es ist 
aber: sin (x + c) bekanntlich 

c« sin X c^ . cos X 

S3 sm X + ^ cos X — ' s — g-y-g — • 

Erhoben wir die W^rthe von c ins Quadrat, so erhalten wii^ 

indem wir ?" !*?, = m setzen: 
.am 1" / 

ea B m' ((l — -^)*+ % •* cos:(;2B+m) m2 (l — -^ 

+ Vi« «* cos? (2 B + m) m2 
Vernachlässigen wir die Theilsätze mit <«, so kömmt: 

c» » m» (l -r -^) + y. «2 cos Qi B + m) m^ 

C2 « »2 [l _ ^ + 3^ e2 COS (2 B + m)] 

Um die Werthe von c auf den Cnbos zn erheben, so 
mnltipliciren wir den Aosdrack 

iii2 ^ m2 .* ^ ii|2 % 02 COS (2 B + m) 

mit dein Ansdnicke : 

m ^1 ii.^ + % i2 cos (2 B + m) m. 

Das Prodact ist s m3 A 1^\ Die äbrigen Theil- 

$fitze fallen s&mmtlich weg, weil darin Factoren von der 
Form m3 62 etc. vorkommen. —- Ans dem nämlichen Grunde 

mtissen wir aber auch m^ Tl — |-'J = mS+ ^/ ss m' 
schreiben. 

Snbstituiren wir mm in die Reihe für sin (x + c) statt 
X) C| c2 und c3 ihre Werthe, so kömmt: 
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(sin^'ssinBifm (l — -4^^±V4C* cos(2BHhm)mJeosB 

m« [ l "^+ % e' cos (a B + m)]smB ^, ^, ^^^^^ 

2 "^ 2.8 

Der zweite Theilsatz dieser letzten Gleiehttiig efhätt 
durch Entwicklung des Factors tos (2 B + m) die Gestalt; 

m . cos B — m -^- cos B + 3/4 e« m cos B cos 2 B cos m 

~ 3/4 «> m cos B • sin 2 B siu m 
Da m ein kleiner Bruch ist, so können wir cos m b 1 und 
sin m s= m setzen. Wir erhalten dadurch 

m . cos B *- m -j- cos B + % £« m . cos B . cos 2 B 

— 3/4 «« m» . cos B ^ sin 2 B = 

o * * 

m . cos B — m-4— . cos B (1 — 8 cos 2 B) 

— 3/4 «a . an« . cos B . sin 2 B 

Der dritte Theilsatz- der obigen ijfleicfattDg für sin ^' 
erhält durch fintwickelui^ yon.eos (2 B + m) folgende Ge- 
stalt: 

_^gujB 4. -!li5L,siniB~3/^ e«:in^ sinB.cos2B»cbsm 
2 4 

4- 3/4 8» « tu« . sin B . sin 2 B . sin m 
odar, weil cos m s= 1, sin m = m, 

_ J^ sin B + ''^°^' sin B - 3/4 e* m» sin B cos 2 B 

«_ j|LginB+ -;^5iL.(sinB-8sinB.CM2B) 

Es ist also: 
dn S^ SS sin B 4- m cos B ^L m . cos B (1 — 8 d092B) 

— % «• m« cos B . sin 2 B ^ sin B 

^ -i^^l. (sin B — 8 sin B . cos 2 B) g- cos B 
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Fassen wir den vierten nnd sechsten Thettents des zwei* 
ten Gliedes dieser Gleichung zusammen , so folgt : 

1*1 ^'=: sin B + m cosBip -i^ cos B (1 — S cos 2 B) 



_i|L (rinB + -5!!*iL(8inB-^8sin8B)qi!J^cos.B, 

$. 188. 
Setzen wir die gefundenen Werthe von cos ^ und sin ß^ 
in die Gleichung sin ß as cos i)/ . sin ß^ , so erhalten wir : 

sin ^=sinB ±mcosB + -^^^ cos B (1— 3cos2 B)— 5!sin B 

«*m* ^ . n o • o Dx 1^3 . cos B 

+ — I — (sin B — 8 sin 8 B) qi -- — ^ — - 

p» sin B ^^ p»m . cos B , • • • .n 
— -^:— g h ^ . ^ + P* «* sm »B 

Setzen wir wiederum den ersten Theilsatz sin B des zweiten 
Gliedes dieser Gleichung =zs x, die Summe aller übrigen 
Theilsätze dagegen =s: c, so ist sin ß =s x + c oder 

ß =3= arc (sin »= (x + c)) 
Bekanntlich ist aber: 

arc [sin = (x + c)! ac arc (sin = x) H .■ ^ ■■ 

X . c* c3(l + 2 xM 

+ 1.2. >v/(iri^»^ ■*" 1.2.8 (1 — x«)^» 

Substituiren wir statt x und c ihre Werthe , so ist der erste 
Theilsatz dieser Entwickelang s= arc (sin = sin B)ssB. 
Der zweite Theilsatz ist =x dem Werthe von c, 
dividirt durch \/ i — sin *B == cos B. 

Um den dritten Theilsatz der fintwickeluqg voä 
§ zu finden, nennen wir den ersten Theilsatz von c == a 
den zweiten » » » = b 

»« dritten » » » =; c 
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den vierten Theilsatz von c = d 
» ffinften » i» )» = e 

» sechsten » » » =?: f 

» siebenten i> » » = g 

» achten » * » » = h 
und bemerken wir, dafs 
(a + b + ....h)* = a»+ ... .h»+ 2ra(b + ....h) 

•+- b (c+ h) + c (d +....h) ^d (e+....h) 

+ e (f + g + h) + fg + f h + gh] = 

m*cos>B + Ä [_ J5li^JJL!l (1 - 8 cos 2 B) 

m^ « . » m . p* . sin B . cos B 1 
— Y cos B . sin B ^ 2 ^J , 

- X . c» sin B . c* sin B.m'cos ^ 

1.2y^(l_x»)i ^ 2 cos 3B *" 2 . cos 3B 



sin B m* . cos »B . g^ 
4 cos 3B 



(l— 8 cos 2 b) 



sin »B . m^ . cos B _ m . p' sin ^B , cos B 
2 cos 3B 2 . cos ^B 

Um den vierten Theilsatz der Entwickehing von § zu finden, 
bemerken v^rh*, dafs: 

(a + ....h)3=a3+...h^ + 8 [aMb....h) + } 

+ 6 (abc + abd + ) 

Von diesem Ausdrucke bleibt hier blofs der erste Theilsatz 
a"^ = m^. cos ^^B stehen, weil alle übrigen höheren Poten^ 
zen von e , m , p enthalten. Es ist also : 

c3 (1 4- 2 X») _ m3 , cos ^B (1 + 2 sin »B) 
2.8(l-x»y/2 6cos»B 

Folglich: 

^ =: B + m - -i^~ (l ~ 8 cos 2 b) _ -^ tg B 

^ «*™* X o **"f>* o sin 8 B m^ 
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'^ V+P'^'^g^"*"^-^ acoi3B 

m* (• . cos «B . sin B r. o.^»ii-\ m«.cosB.sin*B 
TSiTTB O-ScosäB) 2 cos 3B 

m p* cos B . sin *B mäcos »B (1 + 8 sin'B) 

"" 8 cos *B ''" 6 cos »B 

In diesem Aiisdruck for ^ hebt sich aagenscheiiilich 

m» ^ « m* cos *B . sin B 
- -f- <g B gegen ^^^^-j^ 

m' m' cos B . sin *B ... . . ,^..-„ 
Aber auch - -^ - älSTSB ^^^ ^^^ *®g*° 

m3.cos3Bn + gsin«B) _. 
— — ■; Tcös^B ' 

ni3 m3 cos B . sin «B . m3 cos »B (1+8 sin «B) 

JT" JF^rrB "^ 6 cos *B 

m3 . cos *B 8 m» sin »B . . m ' 



+ 



If e<» -»B 6 cos »B 6 cos *B 

2 tiin *B . m« 
6 cos ?B 



n i3 . cos *B m» sin *B m3 

™ "*" ' 6cos *B 6 cos «B "•* 6 cos»» 

m'fcos «B+ sin'B) ^ m3 

* •* B cos «B ^ 6 cos »B*' *• 

Es ist also: 

ßtszB + m[l ^(1 — Seos » B) ] 

+ -^ [ tg B - -i^^-(gB(l-8cos?B)] 

X JSLfe» ci-a »'«in ,B) T ^P'l^'" tr*^^ . 

^ 2 «SU* -'^ T 2 . cos *B 

Es ist aber: 

+ -i^ [ tg B - ^^^^ -*gBa--8cos»B)] 
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_^ , t»iB«| tgB.<a)iB— 8ain8B--tgB.cosB<l--8co8i8B)i 

, e«m* rdn B — 8 . sin 8 B -^ ria B (i — 8 cos a B>1 

-- » i— L bötb :J 

, s*in*rsn B— -8 sin 8 B — sin B +3 cos2 B . sin Bl 

oder , weil sich sin B gegen — sin B hebt y 

8 , •» m» /^ siii 8 B — cos a B sin B^ 

S 8^ m* rS sin B . cos *B— sin ^B-^-coa^B-sin B^-sin ^.sinBl 

•^^T-l 55rB- ^J 

_ 8.e«.m* r 8.cos*B— sin'B — cos «B + s"» '^l nJnH 
4 L cos B J^^^ 

8 . «» m» r Z , cos *B 1 . a 

BS — 3 I = 1 Sin B 

4 L cos B J 

= _ JjJL:_2L f a . cos B . sin B]' 
a» ^•*'-°'* sin 2 B. Daher: 



# ».B ±.JB [l — -J- (1 —8 «»äB) ] — .ll^ süi 8 B 

:p ^ <g B (1 - a e« sin «B) + g ^y ft , 

oder, -wenn Tdr die int Sinn behaltenen Factoren sin 1^', sin *1''| 
sin H" etc. wirklieh hinschteften: 

ß sbB ± m . «n 1" fl y. (1 — « . vos 2'B)] 

T*-"-";:^'^" sin»B 

H:-|.sin.l'/tgB(l-a..sin.B) q: "^ f;^t|,'f^^ 
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$. 139. > 

Bezeichnen wir die ganze rechte Seite dieser Gleichang 
dorch Z, so ist dieses (^^ — B} = Z eine in Theilen des 
Halbmessers ausgedrückte Gröfse. Wollen wir ß — B =s Z iu 

Secunden haben, so müssen wir setzen —. — -,-f = -: — —, 
' sin l" sin 1"' 

oder (? - B} in Secunden = ^[jjfpr ' 

also (ß—B) in Secunden =r±: m . Fl — ^(1— 3.cos2B)j 

_8..«.»n«.sinl/^ 8in2B + .El^|5^'tffB(l-2««sin«B) 

. m . p* sin "i'^ 

^ 2 . cos «B • 

oder ß in Secimden = B in See. + Z in Secunden. 

J - B ± „ [i-|-(.-..«»2B)]Hr i^S^S^ 

p'.sini". „^. rt ^ . ^„._:8.€^.m".sin 1'^ . «,> 

4- «- — ^- tg B(l — 2 e*sin *B)+ ^ sin2B 

Die Länge eines Grades auf einer Kugel von dem in Klaftern 

gegebenen Halbmesser b ist = ■ .0^0^ =ir* Bezeichnen wir 

nun durch M die in Klaftern ausgedrückte Abscisse eines 
Punctes, ebenso durch P die in Klaftern ausgedrückte Or- 
dinate dieses Punctes. Offenbar ist dann : M in Gradlän- 

M 
gen = -— . Wollen wir M in Secunden ausdrücken, 

so müssen wir beide Seiten der Gleichung durch 8600 multi- 

pliciren, also (M in Gradlängen} 8600 7=-^ 8600 oder M 

in Secunden = m = M (i?92-). Ebenso ist p=p(i?22.\ 
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Sabstituiren wir diese Wertfae von m und p in die obig<e 
Gleichung für ß^ so folgt: 

^ = B±M(-m) [l--^(l-8cosaB)] 

— ■ „, / 8600 V sin 1'' ; „ ,, » , . «. 
+ P» V~y~j ~~2 — tff B (1 — * «» sin 2B) 

_ „- /8600 V 8 . e2 sin 1" . .„ 
■+" V~g~>) i sin2B 

Setzen wir 

(Ä)[,_4.(,_,.^jB,]=. 



(■Ä-y. 



sin 21// 



=1 f 



g y ' 2 cos ^B 

/ 8600 \a sin 1^' x « i-i 02- ii»x 
(—^) 2 tg B (1 - 2 «^ sm ^B) = g 

8600 ^* 8 . «^ . sin 1 ' 
so folgt: 



j . ' sin 2 B = h 



/3 = B + e M - fMP^ — gP2 — hM^ (I,) 



II. Um wandlang' der Formel für die geographische 

Läpge. 

=F c^ = arc(tg=.^)--^,|,cosß' 

S. 140. 
Es ist bekanntlich tg ic = x + ip 4- 9 



also auch tg ^ = y^f + ^ . Setzen wir statt ^ seinen 
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Werth aii9 (ISO und bemeiicen wir, dafs ^? ^ f == S » 

gesetzt werden kann, so folgt: 

<« * = p ^ sin »ß' p — ■»,i «» sin »?' 2 p 

(p ^ sin 2?' p — % «» sin »#> 2 pV 

+ § 

Es ist aber: 
p j- sin »ß' p — »A •* sin »^ 2 p 

= p 5^ sin 2ß' . p — «A e» sin »ß' . p 

BS p — et sin *ß' p, also 

tg ^ = p - .a sin 2ß/ p + (P - «' sin ^y P)' . 

Fuhren wir die angedeutete Potenzirung im lefcrten Theilsafze 
aus, so folgt; 

tg + = p- «2gin 2^/p + ^^ 

weil alles Uebrige vernachlässigt werden kann. Setzen wir 
den genäherten Werth von sin ^' = (sin B 4- m cos B) 
in diese Gleichung, so folgt: 

tg 1^ sss p — 62 (sin B + m cos B)2 p + JL^ 

tg i]r a p — e^ p . sin 2B •-- i^ pm sia 2 B + -^ 

%. 141. 
Hit Hülfe der Taytor'schen Beihe findet man leicht , 

c . sin X , c^ (1 + sin >x) 



+ 



cos (x + c) cos X ^ cos 2x ^ 1 .2. cos ^ 

Seteen wir nun in (14t) 6= x und 

m /l ^ J^\ ^ % «3 cos [2 B + m] nm o 
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80 hat man : 



t2.. . 

Sin B 



_i . , -o--^) 

cos ß' cos B "'" cos 2B 

. % e« . m . cos (2 B + m) sin B 
^ COS ^B 

Dieser letste Theilsatz ist 

V4 <^ . m [cos 2 B , COS m — sin 2 B > sin m] sin B^ 

= cos 2B 

oder weil m sehr klein ist 

^ Va 6» m (cos 2 B t 1 ■— sin 2 B . m) sin B 

"^ cos ^B 

% i^ m > cos 2 B , sin B V4 «^ m^ sin 2 B , sin P ' 
™ cos 2B cos 2B 

^ 3A.«mcos2B.8iDB ^^ ^, ^,^ 
cos^B \- o -^ 

ünp noch einen Theüsatz der Entwickelung von -^gjj-gT- 

zu bekommen, erheben wir den Werth von c ins Quadrat 
Wir erhalten alsdann; 

cJ = m2(l— ^Y + 2 %«2ni .cos(2B + m)m(l-~J 

+ Vi« «* m^'cos» (^2 B + m} = m2 
Es ist also : 

cos ^ COSB "^ cos 2B 

Va •»m. cos 2 B.sin B m^ (1 + sin ^B) 

+ cos >B " "*" 2 cos 3B 

1 1 m . sin B e^ , m , sin B 

cos ß^ "^ cos B + cos 2B ~ 4 cos »B 
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S- 142. 

Maltipliciren wir die Werthe von tg i)^ and ^^^ ^, mit 
einander, so folgt: 

tg xf, _ p <3 , p . sin ^B _ g^. p.m. sin 2 B 

cos ß' ~ cos B cos B cos B 

p3 p . m . sin B _ eg . p . m . sin 3S 

+ 8 cos B + cos »B ~ cos ^B 

g2 . m . p (1 — 3 cos 2 B) sin B p . m^l + sin ^B) 
4 . cos ^B ^ 2 cos 3B 

tg -^ p <^ > p . sin ^B p . m . sin B 

cos ß' ~ cos B ~ cos B ■*" cos 2B 

p3 g^ . p . m 

"1" S . cos B . cos 2B 

[sin 2 B . cos B + sin «B + 1 - 8 >^co« ^ » sin B ] 

+ p"' l z cos 3B ; 

Bemerken wir, dafs cos 2 B = 1 — 2 sin 2B. Der 
Theilsatz . 1-8 .^cos 2 B ^.^ ^ .^^ ^^ ^ 

l-8a-2sin2B) ^.^ g _ l-8 + 6sin2B ^.^ ^^ 
4 4 

Demnach ist: 

-iS_i- _ P g^ . p sin 2B pm . sin B 

cos~(J' ~ cos B "~ cos B + cos *B ' 

p3 pm^ (1 + sin ^B) _ g^p.m 

"^ 8 cos B "*" Z cos ^B cos 2B 

r2sinB.cos 2B + sin ^B.sin B+ ^llzii^-^iSiSj sin b1 

Es ^st ferner 2 sin B cos ^B + sin 2B sin B 
^ = (2 . cos 2B + sin ^B) sin B = 
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j= (cos 2B + COS 2B + sin 2B} sin B 
= (cos ^B + 13 sin B. 
Daher: 

tg ^ _ p e^ . p . sin ^B p . m . sin B 

cos ß^ "^ cos B . cos B cos 2B 

8 • cos B cos *B % L 4 J 

. p . m^ (1+sin ^B) 

2 . cos 3B 

tg ^ _ _p e2 . p . sin 2B p . m > sin B 

cos ß' cos B ♦ cos B cos 2B 

4._Pi_ iiiEi^d.« R (4 + 4C0S 2B + 1 — 8+6sin2B) 
^8.C08B~75sTb" ®'" ® 4 -— ^ 

p . m2 (1 + sin 2B) 
■*■ 2 . cos 3B 

Es ist aber 4 +4 cos»B +1 - 8+ 6 sin ^B 

4 

_ 1 + a . cos ^B + 3 . sin »B 
2 

_ 1 + 2 . cos 2B + a sin ^B + sin ^B 

2 
__ 1 + 2 (cos 'B + sin ^B) + sin »B 

2 
_ 8 + sin "B 
2 

Hieraus ei^ibt sich : 

*g ^' _ _2 «^ . p . sin ^B p . m , s i n B 

cos ß* cosB cos B "^ cos 'JB 

+ T:&b 7 T^SS- «in B (8 + «in *»> 

^ p ♦ mMl + sin »B) 
2 . cos ^B 

18 
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»3 



Es ist aber bekanntlich arc (tg s= x) = x «- + • •• 

Also: 

sreCtirzs: JSA.\ — _E e» . p . sin ^ p .m.sin B 

\° cos^y—" cosB cos B ''■ cos »B 

+ P' Pi_ 

8 . cos B 3 cos ^B 

S. 148. 
Der zweite Theilsatz des Werthes von f ist 

Setzen wir statt >)/ seinen Näherungswerth p and statt ß' 
seinen Näherungswerth ( B + m) , so erhalten wir : 

_ g^ . p 



y^ * cos 3' = — ^ ^' P cos (B + m) 



(cos B — m . sin B). 

S. 144. 
Durch Sabstitution der Werthe von arc (}S= f.^Z j 

und 1- ij' cos ß' in die Gleichung^ für^ erhalten wir also 

, p «2 «2 . p . sin 2B 

, p.m. sin B e' . p . m . sin B (8 + sin »B) 

"•" cos »B 2 . cos 2B 

+ -3-p.m.smB+, 2 . cos ^B §:;53PB + S^SiB 
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pmz (1 + sin 2B) p3 p3 . cosJJB 

+ 2 cos 3B ~ 8 . cos ^B ■*■ 8 . cos ^B 

=p ♦ = -cöh- [' - -F c««'» + « * 'B) ] 

+ ''lit' ['- X C» + «'» 'B - «« ■»)] 

p . m2 (1 + sin ^B) P1 — p^ cos 2B 

+ 2 cos 3B '• 3 . cos 3B 

Der letzte Theilsatz ist femer : 

_ vHl — cos ^B) p3 sin ^B 

~ 3 . cos ^B ~ S . cos ^B 

und statt des Ausdruckes 3 + ^"^ ^ ^ ~ ^^^ läfstsich 

u k -fc 8 -f 1 + s in 2? — cos 2B 
auch schreiDen ' s ~ 

_ 2 + sin 2B + cos 2B + sin 2B — cos ^B 

— ' 2 

= ^ + ^'^''^/" = 1 + sin 2B 
2 

Hieraus folgt endlich: 

+ ''cl.t' [l - " (1 + «in 'B)] 

pm^ (1 + sin 2B) _ p^ . sin ^B 
+ 2 . cos 3B 3 . cos ^B 

oder nach einer ähnlichen Betrachtung wie oben bei der 
Formel für die Breite : 



Digitized by 



Googk 



— 876 — 

tt, / 8600 V, sin »B . ,,„ 

— P^ ( — — 1 ■* f5 Sin '1" 

V g ) 8 . cos 30 



Setzen wir 
1 8600 



1 8600 r, «* /, , . .,Dx1 

V g y 2 . cos "ifi 

so ist: fli = aP — bP3 + cPM + dPM^ (IL) 



m. Umwandlung der Fonnel für die Convergenz der 

Meridiane. 

cos C = J2?J1 ri + 1/, «2 (cos ^ — cos ^')'\ 
cos ^ ■- ^ ' -^ 

S. 145, 

Bei der Umwandlung der Formel für die geographische 
Breite haben wir gefunden 

cos ij/ = 1 - -^ + p3'«2 sin »?' + ^ P* ^ 

Aus der Gleichung (16) folgt also: ^ ^ 

sin ? = sin ß' - sin ß' -£^ + pZc^sin^^ -F P*' f"/' 

Setzen wir sin P'asa; —sin ^' *^ =6, p2 c^sin 3p/ e-e; 
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g g 4- = d , und bemerken wir , dafs (a + b + c + d)» 
= a» + b» + c» + d» + 2 (ab + ac -f. ad + bc H-lid 
+ cd} 80 erhalten wir sin *ß as sin *ß' -I — K~ sin *ß' 

— p» . sin *ß' + ap»e> sin *ß' + ^ sin »^'. Es ist aber 

-4- »™ '^' + -^ «*" '^' = -|t4- ^ '^' +i74^*^' 
^ ¥7? *'° *^' "^ "^ "''* *^'* ^**'®'^ '^ »^ =3 1 — sin »^ 
-a 1 — sin •^' + p» sin »?' — ap» .» sin *^' — p*'Bm*ß' 

cos »^ = cos »S' + p» sin *ß' ^ 8 p» «» sin *^' — P*'?° *^' 

«öd --^ = •- Vit- = C cos «Äl"" '-^'. 

cos ß (cos *^)/a ^ ^^ 

Um den Ausdruck 

fcos »ß' + p» sin «ß' ~ 2p»«» sin •^^ — p^> sin »g^x -lÄ 

zu entwickeln, setzen wir wiederum der Kürze halber die 
beiden ersten Theilsätze =3 A = a + b , die beiden letzten 
Theilsätze == — B ä — (c + d) und bemerken, dafs 
CA - B)-'^» = A-'^i + % BA- % 

(a + b)-'/» -- a-*/, _ 1/, ba- ^» + % b» a- */» 

Ca -H b)- % =3 a- % _ •/. ba - */» + »»i V a- Ä 

weil alle übrigen Theilsätze wegen ihrer Kleinheit vernach- 
lässig werden können. Es ist also gegenwärtig 

Ca + b + c + d)- */j 3B a- '^^ — V, ba- J'* + »/, b'a-'i 

+ '/4 c . a- % + V»- d . a- ^/» . 

Restitniren wir nun wiederum die Werthe von a, b, e 
und d, so erhalten wir 
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—^ SS (cos zß')" *-/'^ — % P' «n 2^^ C«w ^O""^ 

1 1 _ p^ sin ^ß^ p^ . sia *^^ 

cos ?. ™ cos ^^ "^2 cos »^' "^ '^ cos »^^ 

p^ . >a . sin ^g^ j p^ , sin 2^^ 

+ cos ^ß' "^ ^* cos »^' 

1 _ _1 p2 , sin 2^^ p2 e^ , sin ^^' 

cösTp ~ cos ß* 2 cos *^' "^ cos »^ 

p^ . sin 2ß/ / ^sinj^x 

+ 2 cos «^' V ^' ^ ^* cos ^^' y 

Da -5?L£. = cos (5' T-^'l 9 so erhalten wir die Ent- 
cos p Vcos p/^ 

wickelong für ^^^ ^ , wenn wir jeden einzelnen Theil- 

satz ies so eben geftmdenen Ausdrucks für - — g mit cos ß^ 

mnltipliciren. Daher : 

cos ß* _ 1 _ P^ tg gg^ p2 g2 . sin ^g^ 

cos ^ ~ 2 "*" cos ^^' 

p^ , sin ^ß' / 1 ^ 8 Jinj^\ 
+ cos ^^^ V2 . 8 + 2 . 4 cos ^' / 

Statt des letzten Theilsatzes können wir auch schreiben 

p^ , sin ^ß^ ( 4 , cos ^i 9 . sin ^ß'- \ 

cos 2ß' \2 . 8 • 4 . cos ^^' "*" 2 . 8 . 4 • cos ^' J 

^ p* . sin ^ß' C4 > cos 2g^ + 9 sin ^^Q 
"- cos *ß' . 2.3.4 

_ p* , sin ^ß' C4 ' cos 2g^ + 4 sin '^ß' + 5 sin ^gQ 
~ cos */3' . 2 . 8 • 4 • 

_ p* . sin ^ßf (4 + 5 . sin 2g/) 
"" cos «g/ • 2 . 8 . 4 
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also: 

.C08 ß' __ - __ p» ■ tg ^ß' p?^. ti . Bm*ß' 

cos ^ "" 8 "*" cos »^/ 

, + cos «ß' \ a . 8 . 4 / 

$.146. 
Der zweite Factor des Werthes von cos C ist 

=« 1 + Va «* (cos ^ß — cos 2ß') 

sa 1 + [-^ C«>8 '?' + P* sin *ß' — cos ^ß'')\ 

«1+ [-^ p^siB 'ß']- 
Mnltipliciren wir diesen Ausdrack mit dem eben ^fiomdenen 

Werthe von §- , so erhalten wir 

cos p ' 

2 ^ cos iß' 

+ cos *ß' V. 2.3.4 ; + a P • *>" P 
cos C = 1- P'-f '^' 4. ».«».p'.tg'p.sin'g/ 

Statt des dritten and vierten Theilsatzes können wir aach 
schreiben; 
P' »' ^tg ^ß' ^^ gjjj 2^, ^ ^^ j^,j 

-a P' *' '^^g '^' (sin »^' + sin ^ß' + cos »^') 
cos C « 1 - -lii^JiL + El^iiigil' Cl + sin »^0 
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Es ist nan aber auch 
cos C =s 1 



c« 


+ 




c* 




T" 


2 


.8. 


4 


J!L 


e« . 


tg 


•?' 


n 



- 2.8.4. cos*^/ ^* + ^®"^ P^~ Ä 2.8.4 • 

Um nun hieraus den Werth von C z^ finden, so bedenken wir, 
dafs einer der Theilsätzie dieses Werthes offenbar s=f.tgß' 
seyn wird. Bezeichnen wir die übrigen Theilsatze des Wer- 
thes von C einstweilen durch die unbestimmte Gröfse z, so 
ist also C s= p • tg g^ + z und : 
cos C = 1 - P'tp«g- + 2ptg^^.. + :6« 4^^ . 

Es findet mithin die Gleichung statt: 

1 _ P' I *^' + J^ tg V' (1 + sin >ßO 

Die beiden ersten Theilsatze der beiden Glieder dieser Glei«- 
chung heben] sich gegeneinander auf,, und den letzten Theil- 

z* 

satz des zweiten Gliedes: -^ können wir wegen seiner 

Kleinheit vernachlässigen. Wir haben also: 

■^ tg •^' O + Bin .^0 +ä:^'^c*+5«i»*^') 

= - P tg ^ . a + - Pg • ^ *^' , oder: 
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I p^ . sin ^g^ 

+ 2 • 8 . 4 . cos »ß' 

Statt der beiden letzten Theilsfitze können wir schreiben: 

— p« , sin g^ (4 + 5 sin »gQ + p^ sin »p^ , 

2 . 8 . 4 . cos »?' 

_ — 4 p» ■ sin ß^ — 5 . p»>. sin »g^ + p» sin ^ß' 
"^ 2 . S . 4 . cos »ß' 

— 4p». sin ß^ — 4p». sin »g^ 
"^ 2 . 8 . 4 . coi? »g' 

-P^>sing^ (1 + sin ^ß) , 
= 2.8. coF»^ ' ^^"^ 

z = - -^g— tg ß^ (1 + sin «PO äTsTcos ^ß^ 

Sabstitniren wir diesen Werth von z in die Gleichang 

C = p . tg ß' + z , so folgt : 

S 14T. 
Um den Werth von tg ^' durch eine Reihe auszudrü- 
cken, setzen wir in der Gleichung (14) B^= x und die dbri- 
gen TheiMtze des zweiten Gliedes =c und bemerken, dafs: 

c c* . sin X , 

tg(x + c) = tgx-+--33^^+ cos,^ - +••••» 

woraus folgt: 

sin B 
cos »B 



-"O-f)' 
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wa wir bei cos (2 B 4. m) die Gröfse m wegen ihrer Klein- 
heit vemachlAssIgen. 

^^' = *«»±73rir+-4TwWo-8.co8«B) 

m* . sin B 

"*" cör^B 

$. 148. 
Den Werth fät etn $^ haben wir bereits oben gefunden. 
Es ist nämlich nach $. 187: 

sin ^^ SB sin B ± m . cos B q= '^^ . cos B(l— 3.cos2B) 

2L 8in B + -5*L!L (sin B — S sin 3 B) 

m» „ 

:p -^ cos B 

Hieraus ergibt sich: 

1 + sin «^^ = 1 + sin «B ± 2 m . sin B . cos B . . . . 

$. 149. 

Die Maitiplication des Werthes von 1 + sin *ß' mit dem 
Werthe von tg ß^ gibt : 

*g ° + ^^Tig - 4 :Vos'°.B 0- 8 . cos 2 B) 

< + "cos^?b" + *g B . sin «B + m lg «B 

**^'° tg «B Cl — 8 . cos 2 B) + m* . tg «B 

H- tg B . 2 m sin B . cos B + 2 m* tg B 

Substitoiren wir nan die Werthe von tgß' ond tg^'(l -i-sin *ß^ 
in die Gleichung ($. 146.} 
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C = p . tg ?' - -£^ tg ß' (1 + sin »?0 . . 

_ P* ' sto ?' (1 + ein *ß') 
2 . 8 . cos *ß' 

80 folgt: 

C=p.tgB±-P-^:p f'P" (1--S.C088B) 
*^ ® cos *B ^^ 4 . cos 2B ^ ' 

p . m* . sin.B jLlJL t n «'^ » p . m 

"^ cos «B "~ 2 *^ " ~ 2 . cos ^B 

_ _Ü^ tg B .sin »B - '"'P-^-^g^» 

~ . „ . „ „ p».8inß'Cl + sin'ß') 

~.».ptgB.m.s.nBcosB--g- g^;^^^,p, 

In dem letzten Theflsatze können wir näharungsweise 
ß' = B setzen. 

p . m^ . sin B p . m f^ «^ 

cos *B cos ^B L 4 ^ w,- a 



oder: 



2 «2 sin 2B 0-911 20 1 

- s — «2 . sm 2B . CO» *BJ, 



n ^ uTi «* /i_i- • 2ml pHffB(H-sln2B) 

C = p . tg B[l ^ ^ (l.-Hsin ^B)J- ^ 6.COS2 B— 

p . m^ sin B p . m J 

'*' cos »B + cos 2B 

/ 4- «»-6 .8in»B. e».i8. «^-2«a-2sin^Bt^-4«^sin'Bf 4«asin *B\ 

Denn es ist cos 2 B = 1 — 2 sin ^B und 
— 4 «2 sin 2B cos 2B = — 4 8« . sin «B (1 — sin »B) 
= — 4 «2 sin 2B 4- 4 »3 sin <B 
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. p.m'.sinB p.m /^ 4--18«». sin »84-4 ■»sin *B \ 
cos »B C0S2BV ~i ■ J 

+ ■ ' • tlA" ' + ^^ P—*. 'B(8_*. .B,3 
C=P(Ä),gB[l--ti(H.*=B,] + 

_pXÄy,i.M.i^±^^.^B. 

Setzen wir: 

(J|!L).gB[.-^(. + d..B)] = i 

(Ä.)- .. ,„ p -.■.-■» (8 -^ JjOJ ^ , 

/^ 8600 V sin B 

I — - — 1 . sin ^1" . -^r- = m 

V g / cos 3B 

/8600 V.^n /l >i-sin2B\ . ,., , 

s4 fol^ endlich: 

C = iP — kP3 + ip , M + mPM2 fra.) 

8. 150- 

Die Berechnung der in den Formeln I, 11 und HI vor- 
J^ommenden constanten Gröfsen geschieht ganz auf ahnliche 
Art wie die Berechnung der in den Formeln der sphäroidi- 
schen Coordinaten vorkommenden Constantcin; Es ist: 
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log 8 = 9,09777 ~ 10 
log b s 5,96079 ~ 20 
log c = 2,764S5 — 10 
log d sz 6,56998 — 20 
log e = 8,90814 — 10 
log f = 6,17921 — 20 
log g SS 2,27389 — 10 
log h = 10,17470 — 20 
log i = 8,98121 — 10 
log k = 5,97625 — 20 
log 1 = 2,88159 — 10 
log 10 = 6,55447 — 20 



Um zn zeigen, wie die Fonneln I, II und IQ ange- 
wendet werden, wollen wir schließlich aus den Coordinaten 
des Pnnctes Taofstein die geographische Länge und Breite 
dieses Pnnctes, so wie die Convergcnz der Meridiane von 
. Darmstadt and Taofstein berechnen. 
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Anhang. 
Von den Orteeütfernangen auf der Erde« 



$• 151. 

£s kann öfters von Wichti/g^keit seyn, die Entfernung 
zweier ziemlich weit von einander entlegenen Orte auf der 
Erde, deren geographische Lage man kennt, genau zu be-^ 
stimmen. Diese Orte seyen H und K. ^^ Die Breite des 
ersteren sey = B, die des andern = ^, der Winkel , wel- 
chen die zwischen H und K befindliche Linie mit dem Meri- 
diane von H bildet , sey*= a. Um die verlangte Entfernung 
zu finden, bedienen wir uns der Formel 11 im $. 128. Es 
ist also dann: 

s = fq — q/) (1 + % e« cos *k) b 

— % «* cos «k • sin ([q — q') cos (^q + q'3 ^ 

_ -^ sin % . sm (q — - qO cos q' . b 

cos q ' 

in welcher Formel bekanntlich 

k = arc (sin = sin a . cos B), 

b bedeutet die halbe kleine Erdaxe. 

Von dem Winkel a finden wir einen Nahemngswerth, 
wenn wir das Dreieck PHE als ein sphärisches ansehen, in 
welchem die Seiten HP = 90<^ — B und PK s 00« — ^, 
60 wie der eingeschlossene Winkel (p bekannt ist 



*) Fig. 50. 
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Dreizehnter Absehnitt. 

Von der Entwerfun^ geographischer Netze* 



Es ist hier jetzt die Art und Weise anza^eben, nach wel* 
eher man bei der Entwerfang^ der Karte eines grofisen Lau» 
des zu verfahren hat 

Es stelle Fig. 62 die Erde vor. Das aufzutragende Land 
sey darch die beiden Parallelkreise ab and ef und durch die 
beiden Meridiane nhs und ndd begrfinzt Es sey femer cd 
der mittlere Parallelkreis, und nls der mittlere Meridian. Man 
denke sich an die Durchschnittspuncte der Meridiane und des 
mittleren Parallelkreises hld die Tangenten ph, pl und pd 
gezogen, so werden diese die verlängerte Erdachse ns in 
p durchschneiden , also auch insgesammt in die Oberfl&che 
eines Kegels zu liegen kommen, welcher die Kugel in allen 
Puncten des mittleren Parallelkreises berührt, und sich mit 
seiner Spitze in dem Puncte p endiget Je mehr demnach 
der mittlere Parallelkreis eines Landes sich dem Pole n&hert|, 
desto mehr wird auch derPunct p sich dem Pole nähern, und 
je weiter der mittlere Parallelkreis vom Pole entfernt ist| 
desto weiter kommt p vom Pole zu liegen. Ist endlich der 
mittlere Parallelkreis der Aequator selbst, so kann die Erd« 
achse von der Tangente nicht mehr durchschnitten werden, 
sondern letztere Ifiuft mit der Erdachse parallel. 

Man ziehe nun in Gedanken auf der Oberfläche des Ke- 
gels ebenfalls drei Parallelkreise, die mit den Parallelkrei* 

19 
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sen der Kugel gleiche Entfernung haben. Der auf der Kugel 
verzeichnete Parallelkreis cd fällt dann mit dem entsprechen- 
den auf dem Kegel verzeichneten zusammen. Und auch 
die andern beiden Kegel -Parallelkreise werden von den Pa- 
rallelkreisen der Kugel wenig an Gröfse verschieden seyn , 
Bobiid ihre Entfernung von dem mittleren Parallelkreise nicht 
aUzugrofe angenommen worden ist. 

Man kann demnach ohne merklichen Fehler annehmen , 
die Contouren des zwischen den beiden Parallelkreisen der 
Kngel ab und ef enthaltenen Landes seyen au fder Flä- 
che des Kegels gelegen. Breitet man sodann diese Ke- 
gelfläche in einer Ebene aus, so bilden die Parallelen if, 
hd, gb lauter concentrische Kreise. Um diese concentrischen 
Kreise beschreiben zu können , ist es noth wendig, den zum 
mittleren Parallelkreis cd gehörigen Radius pd zu berech- 
nen. Diese Berechnung ist sehr einfach. Denn es ist olFen- 
bar pd = der Cotangente der geographischen Breite des 
Parallelkreises cd, multiplicirt mit dem Halbmesser der Erde, 
d. h. mit 858 geogr. Meilen. 

«. 153.' 

Nachdem Dieses vorausgeschickt worden, ist es nun leicht 
einzusehen, wie man bei der Construction eines geographi- 
schen Netzes zu verfahren hat. 

Nehmten wir z. B. an, es sey das Netz für eine Charte 
der Königreiche Schweden und Norwegen zu entwerfen. 
Beide Königreiche sind von den Parallelkreisen des 55 sten 
und 70 sten Grades nördlicher Breite begränzt, und nur die 
nördlichste Spitze von Europa, das Nordcap, ragt noch einen 
Grad luid einige Minuten über den 70 sten Grad hinaus. Beide 
Länder fallen ferner zwischen die Meridiane des 20 sten und 
50 sten Grades der Länge. Der mittlere von obigen beiden 
Parallelkireisen ist demnach der Parallelkreis von 62^ SO'. 
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Man ziehe in der Mitte des aaf|gespannten Blattes die 
Linie ab (Fig. 68), nehme eine willkührliche Länge for 
fünf Grade in den Zirkel, and trage selbige aus dem Pancte 
a so oft an einander , als es die Breite des Landes erfordert 
Man bestimme sodann den Darchschnittspunct des mittleren 
Parallelkreises c, hier 62^ 30^, indem man die Länge zwischen 
dem 60sten and 65sten Grade aafs Neae in fünf gleiche 
Theile theilt, and den dadurch erhaltenen Q^sten und 68sten 
Grad halbirt. Hierauf verfertige man einen Meilenmaasstab, 
aof welchem jede Abtheilung von einem ParaUelkreise bis 
zom andern (5 x 15) = 75 Meilen betrügt« 

Der Radios cp für den mittleren Parallelkreis beträgt 447 
Meilen, die von demMaafsstabe abgenommen, and aus caaf 
den verlängerten mittleren Meridian aafgetragen werden müs- 
sen. Mit dem Radios pc beschreiben wir sodann den Paral- 
lelkreis hd. 

Die GröTse eines Parallelgrades in geographischen Mei- 
len erhält man\ wenn man den Cosinus der Breite des Pa- 
radlels mit 15 multiplicirt. Denn es idey Flg. 64. P ApB ein 
Durchschnitt der Erdkugel durch die Pole P und p, und AB 
ihr Durchmesser, so ist ED der Halbmesser eines Parallel- 
kreises. Es verhält sich CB, der Erdradins, oder Radius 
des Aeqoators, zu ED, wie der Sinus totus zum Cosinus des 
SB. DCB, oder zum Cosinus der geographischen Brdte des 
Parallelkreises. Ebenso verhalten sicli folglich der Aequator 
und der Parallelkreis , also auch ihre aliquoten Theile oder 
Cfrade. Da man einem Aequatorgrad 15 geographische 
Meilen gibt, so findet man also die Länge eines Parallel- 
grades von62<> SO^'geogr. Breite durch die Proportion: 

sin. tot : cos 62« 80' = 15 : 6,92 geogr. Meilen. 
Es sind also fünf solcher Grade = (6,92 x 5) =34,6 Meilen. 
Diese Lange nehme man von dem Meilenmaafsstabe^ab, und 
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trage sie von c aus aaf dem mittleren Parallelkreise so oft 
rechts und Unks, als Meridiane zur Auftragnng des Landes 
erforderlich sind. Man lege sodann das Lineal an eine in 
den Ponct p eingestochene Nadel, nnd ziehe dorch die so 
eben aufgetragenen Theilangspancte die Meridiane. 

Zur Einzeichnung der Orte bedarf man nur sweiar 
Hinntenmaafsstäbe , nSmlich einen für die Meri<fiangrade^ 
welchen wir A, und einen zweiten für die Grade des nn^ 
teren Parallels, welchen wir B nennen wollen. 

Diese Minutenmaafsstäbe erhält man, indem man den 
fünften Theil des Zwischenraums zweier Parallelkreise, oder 
zweier Meridiane in sechzig Theile eintheilt 

WiU man z. B. die Stadt Stockholm , welche unter einer 
geographischen Breite von 59^ 2(V und einer geogr. Lange 
von 35® 44^ liegt , in das Netz eintragen , so greift/mmi auf 
dem Maafsstabe B vier und vierzig Minuten ab, und tragt sie 
von a nach x. Sodann legt man das Lineal an die Pancte 
p und X, greift auf dem Maafsstabe A 4<* 20^ ab, setzt dm 
einen Zirkelfufs in x, und bringt den andern in die Lwie px. 
Qer hierdurch bestimmte Punct y ist der Qrt für cKe Stadt 
Stockholm. 

Auf diese Art kann jedoch nicht die ganze Karte vol- 
lendet werden. Wie man sich der vorhandenen Bezirkskarten 
(S« 38.) zu bedienen hat, um die Krümmungen der Flüsse, so wie 
die Gebirgszüge und kleinern Städte, deren geographische 
Lage nicht bestimmt ist, einzuzeichnen , werden wir weiter 
unten zeigen. 

%. 154. 

Pafst die zu verfertigende Landkarte nicht mehr als 20 
Grad Breite und Länge zwischen demAequator und Pol, so 
ist die eben dargestellte Methode stets anwendbar. Hat je- 
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doch das daraustellende Land eine nochgröfsereAusdehniing 
iD der Länge nnd Breite, so bedient mau sich zar Entwer- 
faog' des Netzes am besten folgenden Verfahrens. 

Man sieht, wie vorhin, den mittleren Meridian, und 
tlidit ihn in die vorgeschriebene Anzahl gleicher Grade, oder 
Vhefle; berechnet sodiTnn den Radias des mittleren Parallels, 
und besdireibt die Parallelen grade so wie vorhin. Nun sucht 
man für jeden Parallel^) die wahre Lunge seiner Grade 
in Bezog auf den Breitegrad, nnd theilt ihn vom mittelste 
Meridian aus in seine Grade, oder Vielfache von Graden 
ein« Alle Puncto der Parallelen g, h, m etc. C^^* ^O) 
welche dieselbe Länge haben, verbindet man, und so sind 
auch die Meridiane gezogen, welche in diesem Falle wedar 
Kreisbogen, noch Bögen von Ellipsen sind. 

Es sey z. B. das Netz für eine Karte zu zeichnen, welche 
80 Grad Breite, vom lOten bis 70sten fassen soll. DerHalli- 
messer des 40sten Parallels, welcher hier der mittlere seyn 
kium , ist =s= 1024,2 Meilen. Die Parallelen , so wie die Me- 
ridiane sollen von 10 zu 10 Grad gezogen werden. 
Es sind 10 Grade des Parallels 1 = 51,8 M. 
»V » » » ' f = 75,0 

» » » » » e = 06,4 

:» » » » » d = 114,9 

» » » » » c = 129,9 

» » » » » b = 140,9 

» » » » » a = I47,f 

Diese kann man von einem durch, die Gröfse der Karte 
bestimmten MeUenmaafsstabe abnehmen, und als Sehnen 
auf die Parallelen tragen, da sie von den Bogen gf u.s.w. 



*) Bei der vor hergehenden Methode geechäh Dieses blors bei dem mitt- 
leren Parallel. 
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deren Lange sie eigentlich aqsdrücfcen , nur unmerklich dif- 
feriren. « 

$. 155. 

Daa Material asar AosföUang dieser geographischen Netze 
liefern die im $.88. erwähnten Bezirkskarten. Ehe man 
sich jedoch derselben za diesem Behofe bedienen kann, mes- 
sen auch sie mit einem solchen» geographischen Nßtase äber- 
aog^n werden, indem man die Meridiai» und Parallelkreise 
von etwa 5 zu 5 Blinuten, als grade sich rechtwinkliehdorch** 
schneidende Linien in dieselben einträgt. 

Wie man hierbei zu verfahren hat, wird aas folgen-* 
dem Beispiele erhellen. In der Bezirkskarte, welche mit 
einer Gradeintheilnng versehen werden soll, komme der 
Punct T a u f s t e i n vor, dessen geographische Länge=sS6%54^, 
fuid dessen geogr. Breite = 60^ 81 ^ ist.'*^) Zuerst ziehen 
wir dieCoordinaten dieses Punctes mit Bleistift aus, und ver-» 
langem dieselben nach allen vier Seiten hin bis an den Band 
der Karte, wodurch die ganze Karte in vier Quadranten ge- 
theilt wird. Im gegenwärtigen Falle wird nun der PaMt(d), 
wo der Meridian für 26<^,50' Länge von dem Paridldkreis fär 
50<* 80^ Breite durchschnitten wird, in dem südwestlichen 
Quadranten liegen, und es kommt nun hauptsächlich darauf 
an, die Lage des Punctes d auf der Karte genau zu bestim- 
men. Zu diesem Behufe berechnen wir, wie viel Klaftern 
auf eine Minute des Meridians gehen , greifen diese Anzahl 
auf dem Maafsstabe , nach welchem die Uezirkskarte aufge- 
nommen worden ist, ab, und tragen sie von dem Puncto T 
< Taufstein ) aus nach Süden zu auf die Abscisse dieses letas- 
teren Punctes. Den Punct, der hierdurch auf der Abscisse 
fest gelegt wird, nennen wir n. Sodann berechnen wir, wie 



') Hie Secunden wollai wir hier ▼ernachlissigen*' 
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viel Klafter auf vier Hinutefl desjenij^en ParaUels gehen, 
welchi^ der geo^. Br. von 50<^ 80' angehört. Hieraof er- 
richten wir in dem Pnocte n nach Westen za einen Perpen- 
dikel nnd tragen mittels des nämlichen Maasstabes diese zu- 
ietiGt g^efttndene Anzahl Von Klaftern von n ans anf diesen 
Perpendikel , wodurch wir den Panct d erhalten, wo der Me^ 
ridian für 26<>, 50' L. von dem Parallelkreis für 50<^S0^ B. 
durchschnitten werden soll. Diesen Meridian ziehen wir, 
parallel mit der Absbisse von Taufstein, vom nördlichen Rande 
der Karte bis zum südlichen. Ebenso ziehen wir parallel mit 
der Ordinate von Taufstein durch den Punct d eine gerade 
Linie, und erhalten hierdurch den Parallelkrei&für 50® SO'Br. 

Hierauf suchen wir die Länge von 5 Minuten des Meri- 
dians in Klaftern , tragen sie von d aus südlich und nördlich 
so oft auf den Meridian, als es die Gröfse der Karte erfor- 
dert , und ziehen durch die Theilungspuncte gerade Linien , 
welche mit der Ordinate von Taufstein parallel laufen. 

Endlich suchen wir die Länge von 5 Minuten des Paral- 
lelkreises für 50® SO' Br. in Klaftern und tragen diese Länge 
von d aus rechts und links so oft auf den Parallel von 50® SO', 
als es die Gröfse der Karte erfordert. Durch die Theilungs- 
puncte ziehen wir gerade Linien , welche mit dem Meridian 
parallel laufen. 

Somit wäre also das verlangte Minutennetz vollständig 
aufgetragen. Sollen nun die wichtigsten Data, welche die , 
Bezirkskarten enthalten, in das Netz der Generalkarte über- 
getragen werden, so müssen die Vierecke des letzteren in eine 
Menge kleinerer Vierecke zerlegt werden, und zwar dadorcb, 
dafs man die Meridiane und Parallelen ebenfalls von 5 zu 5 
Minuten eintheilt, und in jedem Viereck die gegenüberlie- 
genden Theilungspuncte durch feine Bleistiftlinien verbindet, 
welche nach Vollendung der Karte wieder weggewischt wer- 
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den mOssen. In diese kleinen Vierecke werden die Städte, 
nässe u. s. w. ans den entsprechenden gröfseren Yierecken 
der Bezirkskarten nach dem Augenmaalse eingetragen. 

Hinsichtlich der speciellen Regeln des Planeeichnens 
mässen wir den Leser auf die Werke von Loais, Netto 
o. Af verweiseQ* 
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Vierzehnter Abschnitt 

Von der Berechnung der beiden Axen, der 
Oberfläche und des Körperinhaltes der Erde. 



S. 158. 

Zu der Erfahmng, dafs die Gestalt der Erde nicht ganz 
die einer Kugel ist, ist man dadurch gelangt, dafs man an 
verschiedenen, weit von einander entlegenen Orten derselben 
Bf eridianbögen mittels grofser TriangnUrnngen bestimmt, 
and dieselben mit einander verglichen hat Bei dieser Ver- 
gleichung fand man, dafs die Breitenunterschiede der End- 
puncte der einzelnen Meridianbögen keineswegs mit der 
Gröfse der respectiven Bögen in Proportion stehen, was bei 
der Kugel der FaU seyn mufs. Durch genaue Berechnungen 
kam nian sodann zu dem Resultat, dafs die Erde die Ge- 
stalt eines Umdrehungsellipsoides, bei dem die 
kleine Axe die Umdrehungsaxe bildet, haben müsse, wie 
wir auch in dem Vorhergehenden immer angenommen haben. 
Das eben Gesagte wird durch die Betrachtung der Fi- 
gur 60 deutlicher werden. ]@s sey P ein Erdmeridianqua- 
drant, AB und AB' zwei gemessene Meridianbögen., Der 
Winkel, welchen die beiden Normalen AC und BC mit 
einander bilden, sey = a, ebenso der Winkel der beiden 
Normalen DA' und DB' = b. Wäre nun die Erde eine Ku- 
gel, so müfste offenbar die Proportion statt finden: 

AB : a s= A'B' : b 
was aber in der Wirklichkeit nicht der Fall ist. 
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Ist dagegen der Meridian eine Ellipse, so marsnothwen- 
dig der Winkel a bei gleichen Längen der Bögen A^B^, 
AB gröfser seyn, als der 9B. b. Zugleich ist offenbar, daTs 
man aus dem Veriialtnisse , in welchem mehrere gleiche 
Heridianbögen zu ihren respectiven Breitendifferenzen ste- 
hen, die eigentliche Gestalt des Erdmeridians nahe berech- 
nen kann. In dem Folgenden unterstellen wir, diese Be- 
rechnung sey bereits vollzogen, und man habe gefunden, dab 
der Erdmeridian eine Ellipse sey. / Wir versuchen nun zu 
zeigen, wie man aus den Gröfsen zweier Meridianbögen und 
den geographischen Breiten ihrer Endpuncte die kleine und 
grobe Axe der Erde, d. h. die gradlinige Entfernung des 
Nord^)6ls von dem Südpol, so wie denDurchmeser des Ae^pia- 
tora berechnen kann. 

Aus der bekannten Gleichunic dm = -^ — ^ V^ 

^ (l-^e»siB*^)% 

(J. 117.) folgt: dm 5= dM (1 — e«) (1 — e*sin »^)-H. 
Hier können wir den Factor (1 — e* sin V)"" ^ nach dem 
binomischen Lehrsatze entwickeln,, und erhalten dadurch, 
wenn wir wegen der Kleinheit der Zahl e keine höhere Po- 
tenzen derselben als die vierte beibehalten, folgenden Werth, 
von dm: 

dm = dM (1 — e*) (1 -+- % e« sin «^ -4- "/s e* sin *?). 
Aus der bekannten Formel cos 2 ^ r= 1 —2 sin *ß folgt: 
sin »ß = Va ~ Va cos 2 ß. (L) Hieraus ergibt sich ferner: 
sin ^ß = % — % cos 2 ^ -*- % (cos 2 ßy. Da nun cos ^ = 

• g ^, also (cos 2 ßy = V» ^- *Ä cos 4 ß,jso ist: 

sin «^ =s «/i — % cos 2 ^ •+- »^ cos 4 ß. (H.) 

8ob8tituiren wir die Werthe von sin ^ß und sin *ß in die 
Gleichung für dm, so folgt: 
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dm = d^ . a (1 — e«) [1 -t- »/« e« ( % — % cos 8 (J)] 

-t- »A e* (»/» — V» cos 2 ^ •+■ % cos 4 ß)] 
= d^ . a (1 — e«) (1 -•- »A e* — V« e* cos Ä ? -*- "/.« e* 

— "Ae e* cos 2 ß + "/ei e« cos 4 §) 

= d? . a . (1 + «A e« — »A e« cos 2? + "A* e« 

— »/„ e* cos 2 ? + "A* e* cos 4 ß — e« — % e* 
-)- Vi e* . cos 2 §) 

Statt der Theilsätze — e» — »A e* + V« e* cos 8 ^ kaan 
man anch schreüjen— «A e« — "A* e* + "A. e* cos 2 ^. Wir 
erhalten also: 
dm = dß . a . Cl — V4 e«— «A* e* — y« e» . cos 2 ß 

— y„ e* cos 2 ^ + "A* cos 4 ß}, oder 

dm = d ? . a [1 — 'A e*- V.* e* - ( V« e^ + »A. e«) cos 2 ? 

+ "A4 e* cos 4 ßj. 
Man setze 1 — % e» — V« e» = Aj 'A e' + %. «* = B ; 
"A« e* ä= C; so kömmt: 

= a(A.dß — Bcos2ß.dJ + Ccos4?.dO 

r: _ " 

/. ., B. cos 2 g. 2 dg , C.cos4Mdy \ 
= a (^A dp g + 1 ^; 

Es ist aber 

d.sin2 p = cos2^.2.d^ nnd d sin 4g = cos4^.4d? 

Es ist also nach vollzogener Integration: 

„ = a (a^ - °'f ^^ + _£^-^JL£) + Const. 

Fär eine andere Breite ß^ ist: 

^= a (a^' - JLi^ll' + _C^-1Ü-) + Const. 

Es ist mithin: 
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dm =: 

oder 

dm 

E» ist aber 



— aoe — 

m-^m^B a [a (^ — ß/) — -2. (sin Ä ^ — sin 8 ß') 

+ ^ (siii4ß-sin4P0] 

Dieses ist die Lan/g^e des Meridianbogens, welcher die Brei- 
ten ß nnd ß' an seinen Endpancten hat ß— ß^ bedeutet eine 
Anzahl Secanden und ist urspränglich in Winkelmaafs 
ansgedräckt. Wollen wir dieses Winkelmaafs in Bogen- 
maais verwandeln, so müssen wir ß — ß^ mit arc 1'^, oder, 
.was das nämliche ist, mit sin V* multipliciren. Demnach ist: 

m — m^ = a [a (ß — ? ) sin V 5- 

m — m^=a[A(^— ^0 sin T'— Bcos (?'+^)sin iß^ß^y 
+ -|- cos 2 Cß^ + ßy . sin 2 Cß - ?0] 

S. 157. 

Wenn man die Gröfsen, womit hier A, B and C molti- 
plieirt sind , berechnet hat , so kann man leicht eine Glei- 
chung von der Form M = a (« ■+• ße* + ye*) bilden, und 
ebenso für einen zweiten Meridianbogen: 
M' = a (o' -4- ß^ e* -f- r' e*). 

Eliminirt man a, so erhält man eine Gleichnng von der 
Form p -H q e* -♦- re* = 0. Aus dieser Gleichung findet man 
e*, wenn man die Glieder mit e* und den hohem Potenzen 
vernachlässigt, auf folgende Art. Es ist: e« (q-*-re«)=— p 

und e« s= -^^ ~- . Vernachlässigen wir in diesem 
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Ausdruck den fetzten Tfaeilsatz, so kömmt: e*= "" *^ 

Diesen Werth von e^ setzen wir in die Gleichung 
e* (q -f- re*) s= — p, und erhalten dadurch: 



e.(,_JJL)=_p, 



also e* = 



rzpq 



Ist e* auf diese Art gefunden, so folgt aus der Gleichung; 
Sf ^= a (a -4- ß e* -+- 7 e*) der Werth des Aequatordurchmes- 

eers oder der grofsen Axe der Erde = a = ^ ^g^a^. y^ ' r 

Hieraus folgt log a = log M — log (« + ^ e* -4- y e*) 

loga = logM-log«-log(l-f^ If^^JL^ .) 

Aus der DifferentiaLrechnung ist aber bekannt , dafs 

log ( 1 -4. u) = m (u - ^^ + ^ - . . . ) , 

wo m den Modulus des Brigg'schen Logarithmensystems 
bedeutet. 

Es ist also 

log a=log M ^ log a -*- 0,4842945 (— "-«^-5-0*+^^*) 

die halbe kleine Axe b ist = a >v/ 1 — e*, also 
log b = log a ■+• Va log (1 — e«) 

Aus dem Vorhergehenden erhellt, dafs die -Messung 
zweier Meridianbögen hinreichend ist, um die Axen der El-* 
lipse zu bestimmen, welche durch ihre Umdrehung den Erd» 
ball erzeugte. 

Auf obige Art hat man gefunden, dafs die halbe kleine 
Erdaxe=3261014,die halbe grofse =8271819 Toisen grofsist 

Es ist daher log b = 6,518858 

log a =z 6,514789 

e«=s 0,006594 
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Es ist nunmehr erforderlich , die Formel für die Berech-^ 
nang der sphiüroidisehen Erdoberfläche zu bestimmen. 

Es drehe sich die krumme Linie AE (Fi^. 61) so um die 
Axe X 9 dafis ein jeder ihrer Puncte die Peripherie eines Krei- 
ses beschreibt, dessen Mittelpnnct auf X liegt, und dessen 
Ebene auf X senkrecht ist. Um den Flächeninhalt der von 
den Bogen BE , dessen Endpuncti^ die Linien OF =s q und 
1 = q' zu Abscissen haben , beschriebene Zone zu bestimm 
men, so sey CD = dm das Differential des Bogens^y=CG 
und y + dy = DH die Ordinate seiner Endpuncte. Die von 
dem verschwindend kleinen Bogen CD beschriebene Zone 
ffillt zusammen mit dem von der Chorde desselben beschrie- 
benen abgestumpften Kegel. Nennen wir den Umfang des 
mit dem Halbmesser G C beschriebenen Kreises tsr. P , den 
Umfang des mit D H beschriebenen dagegen = P^, so igt die 
von CD beschriebene Zone 

= — 5 — . CD = ^ "^ ^^. am sss 2. n . y. dm, 

weil wir dy in der Summe y •+• y -f- dy neben y -^ y weg- 
lassen müssen. Es ist also der Flächeninhalt der ganzen Zone 

=2w/y.dm + const. = 2.w./y.dx^l + ('-j^V-Hconst 

Es sind hier statt y und -^ aus der Gleichung der betref- 
fenden krummen Linie ihre Werthe zu substituiren, und nach 
erfolgter Integration ist die Constante zu bestimmen, indem 
wir bemerken , dafs für x = q das Integral verschwindet 

Die Gleichung der Ellipse ist bekanntlich, wenn wir die 
kleine Axe als Abscissenaxe annehmen: 

y* = -p- G>* - xO. Also y = -J- \/¥^:=rit und 4J 
= — , /?^ ^ W" * Daher der Flächeninhalt der ellipti- 
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^^n^f. dx ^(l- ^"'bT"'^^) + const. 

Um die angedeutete Integration zu bewerkstelligen, 
bedenken wir, dafs im Allgemeinen: 

*/ 4 a 

ß^ — 4ay/» dx , ,^ 

— -^—5 ^ . / , == . + const. Im gegeii- 

\\i oa 

wfirtfgen Falle ist a = ^ — , ß = o, und r = 1; 

Es ist ferner im Allgemeinen: 

/* dx 1 .2ax — fi 

/ y -,--^ = -7=arc.sin. -7^==£= + const 

t/v — ax«+Px + r Va. V^» + 4ay ^ 

1)1 n« 

Setzen wir wiederum r = l, (i = o, « = — p — , so kömmt: 
/* dlx b^^ . x>v/B5z:i5 

Also der Flächeninhalt F der elliptischen Zone 

V b* y >v/F»=a* b* 

+ const. Um diese Constante zu bestimmen , bedenken wir, 
daTs für X c= auch F = o wird. Dje Constante ist also im 
gegenwärtigen Falle ebenfalls = o. Setzen wir in die letzte 
Gleichung statt x den Werth b , so erhalten wir die Flidie 
des halben Spharoids. Die Oberfläche der ganzen Erde ist also 
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S- 159. 
Viel einfacher ist die Formel für den Körperinhalt der 
Erde, welche wir anf folgende Weise bestimmen. — Geben 
wir zuvörderst die Art und Weise an, wie wir den Inhalt des 
Körpersegmentes finden können, welches durch die Um- 
drehung der Fläche B EI F (Fig. 61) um die Axe X beschrie- 
ben wird. Durch die Umdrehung des auf DH=:y + dy und 
GH := dx ergänzten Rechteckes um die Axe X entsteht 
ein Cy linder, dessen Körperinhalt = 3r(y-+-dy)*dx 
= « (y2 H- 2 y . dy -+- dy») dx. Ebenso entsteht durch die 
Umdrehung des auf CG = y und GH = dx beschriebenen 
Rechteckes um die Axe X ein Cylinder, dessen Körper- 
inhalt = « y« dy. Die Differenz dieser beiden Cylinder ist 
= w(2ydyH- dy*) dx, also verschwindend klein von der 
zweiten Ordnung. Da nun dei: von dem Differential D CHG 
des Segmentes beschriebene Körperinhalt zwischen diesen 
beiden Cyiindem begriffen ist, so. können wir denselben 
ohne Irrthnm = 9f y> dx setzen. Der Inhalt des ganzen 
Körpersegmentes ist also =:= n/y^ . dx. Der Werth von y* ist 
gegenwärtig, wenn wir den einen Endpunct der kleinen 
Axe als Anfangspunct der Coordinaten ansehen , 

a' 
—TT C^ ^ X — x*}. Es ist also « / y» . d x 4- const 

= w.^/(2bx— X») dx+const = ^^ p (bx* — y) + const 

Fürx = o verschwindet das Integral; es ist also const = o. 
Um den Körperinhalt der ganzen Umdrehungs- 
ellipsoide zu erhalten, haben wir x=2b zu setzen; die- 

selbe ist also : = n -— (4 b» ^ j = Va « . b . a* 
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